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SUR UNE 


THÉORIE NOUVELLE DE LA RÉDUCTIBILITÉ 


DES 


ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 


Par M. Ernest VESSIOT. 


a 


Introduction. 


1. Je montre, dans ce travail, comment l’on est conduit à une théorie 
nouvelle de la réductibilité des équations algébriques par la considé- 
ration des transformations rationnelles qui laissent ces équations 
invariantes. 

Pour les équations de degré n, à racines simples, 


(F) Oo—F(x)=2 + parti pew? +... + Prn1Z + Pn; 
il suffit d’introduire les transformations entières de degré (n —1) 


(S) Wa O(a la tp NE lt op, 


‘ que j'appelle, pour abréger, canoniques. Car, de toute transformation 


rationnelle 

QA, XP + Ho LP ce ou me Up 
Vi R DER GR eS 

(R) dé (x) Bia! bei EEE Fas 


Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 1. I 


2 ERNEST VESSIOT. 


on peut déduire, par des calculs rationnels, une transformation cano- 
nique qui change les racines d’une équation # donnée, comme le fait 
cette transformation ®. 

Par ailleurs, l'introduction des transformations % dans l’étude des 
équations # se justifie, a priori, par le fait que ces équations & 
forment une classe, vis-à-vis de la famille des transformations &. 

D'une manière précise, il y a x! transformations & qui changent 
une équation & donnée en une même autre. Il y en a donc aussi n! 
qui laissent cette équation invariante. 

Ces auto-transformations canoniques de % ne forment pas un 
groupe, mais elles forment (mod. #), un pseudo-groupe, que j'appelle 
le pseudo-groupe d'invariance de #. Voici ce que j'entends par ce terme 
de pseudo-groupe. 

Soient G, et &, deux quelconques des transformations ©, ety— ERE 2" 
y =0,(x) leurs équations. Si 0,(æ) est le reste de la division de 
0,[0,(æ)] par F(æx), y —0,(x) est une transformation ©, soit &,, qui 
transforme les racines de # comme le fait la transformation produit 
y =9,[9,(a)]. Ce sera le pseudo-produit (mod. &) de &, par &.. Si 
ce pseudo-produit est la transformation identique y = x (qui est l’une 
des transformations G), &, sera dite pseudo-inverse de G, (mod. &). 

Cela posé, tout ensemble de transformations & auquel appartiendra 
le pseudo-produit (mod. &) de deux quelconques d’entre elles, et 
dont les transformations s’associeront en couples, dans lesquels 
chaque transformation du couple sera pseudo-inverse de l’autre 
(mod. #), sera dit un pseudo-groupe (mod. #). 


2. Chaque auto-transformation de # effectue sur ses racines, consi- 
dérées comme des objets distincts, une certaine permutation &. Le 
pseudo-groupe d’invariance de Æ est ainsi en correspondance, 
holoédriquement isomorphique, avec le groupe des permutations de 
n objets. On passe, par suite, d’une solution quelconque du systime 
CN iy ete see 


De NE 
Ce) ZX: =— Pr: Ay 03 LT on Ti Lo oi. La (— By pe, 


associé à F, à toute autre par une auto-transformation de # et une 
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seule, étant entendu que chaque x; est transformé comme x en cogré- 
dience, par les diverses transformations canoniques &. 

Si donc z'—O(x) est l’une quelconque des auto-transformations 
de #, les diverses transformations 


(1) 2: — O(a) TE) 


constituent pour P un pseudo-groupe d’invariance J. On sait, par 
ailleurs, que P est un système automorphe (') et que son groupe d’auto- 
morphie se compose des diverses transformations 


(2) LT Cie Ir eee re) 


01, ..-, ©, étant l’une quelconque des permutations des indices 1, 
2, ..., n. Comme ce groupe d’automorphie &, le pseudo-groupe 
d’invariance J échange les solutions de P suivant un mode simplement 
transitif. Considérés ensemble, ct et J présentent cette propriété 
que chaque transformation de l’un est permutable avec chaque trans- 
formation de l’autre. 


3. Vis-a-vis d’un domaine de rationalité donné A, une équation & 
donnée, appartenant à ce domaine, est générale, ou spéciale, selon que 
le système P qui lui est associé est irréductible, ou réductible (respec- 
tivement), au sens général donné à ces mots par M. Drach (?). Il nous 
sera commode de parler de la réductibilité de %, si elle est spéciale, 
comme signifiant la réductibilité de P, ainsi que nous l’avons fait 
dans le titre de ce travail et dans les premières lignes de la présente 
Introduction. 


(‘) Étant donné un système S d'équations, finies ou différentielles, à » inconnues, je 
dis qu'il est automorphe s'il existe un groupe G de transformations de l'espace à # di- 
mensions, pouvant se définir indépendamment de S, tel que toutes les solutions de S se 
déduisent de l'une quelconque d'entre elles par les diverses transformations de G, 
effectuées sur les inconnues ; et je dis alors que G est groupe @aulomorphie de S. 

(2) Un système S, rationnel dans A, est dit réductible dans A si l’on peut lui adjoindre 
une équation, rationnelle dans A, qui ne soit pas une conséquence de S, et telle que le 
nouveau système ainsi obtenu soit compatible. Si S n’est pas réductible, il est dit 
trréductible. 
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Dire que P est réductible dans A équivaut à dire que l'un au moins 
de ses sous-systèmes (') est rationnel dans A.-Je me suis donc proposé 
de préciser le mode de réductibilité (au sens large que je viens d’indi- 
quer) propre à chaque équation # spéciale donnée, en caractérisant, 
par une propriété commune relative a ses auto-transformations, 
l'ensemble des sous-systèmes de son système associé P qui se trouvent 
être rationnels dans A. J'ai trouvé que ce sont tous ceux qui admettent 
les auto-transformations de # constituant un certain pseudo-groupe 
(mod. &). Ce pseudo-groupe définissant ainsi la manière particulière 
dont l'équation # considérée est spéciale, je l’appelle le pseudo-groupe 
spécifique de F. 

Les solutions de P se répartissent en famulles de solutions conju- 
guées, deux solutions étant dites conjuguées si l’on passe de l’une des 
deux à l’autre par une transformation du pseudo-groupe spécifique K 
de #; et les solutions de l’une quelconque de ces familles constituent 
l’ensemble des solutions d’un sous-système rationnel de P, irréduc- 
tible dans A, que j'appelle spécifique, parce qu'il a ce pseudo-groupe 
spécifique K pour pseudo-groupe d’invariance. Ces sous-systèmes 
spécifiques sont, par ailleurs, automorphes et ont pour groupes 
d’automorphie des sous-groupes du groupe ALT ELIE & de P, 
homologues entre eux. 

Chaque solution demeure inséparable de ses conjuguées tant qu’on 
n'emploie, pour Ja déterminer, que des équations rationnelles 
dans A. 


4. Le groupe de Galois de #, dont on retrouve facilement, par cette 


voie, la notion et les propriétés fondamentales, n’est pas autre chose 
que le groupe des permutations & (des racines de #) produites par 
les diverses transformations de son pseudo-groupe spécifique K. Il se 
présente ainsi comme un groupe concret, entièrement défini, indé- 
pendamment de sa représentation par des groupes de substitutions 


à 


(1) J’appelle sous-système d'un système S Ve LE d'équations, finies ou différen- 
tielles, un système S’, aux mêmes inconnues que S, dont toute solution est une solution 
de S, mais qui n’admet pas toutes les solutions de S. On ne considére ici que des sous- 


systèmes rationnels en 4, ..., æn. 
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homologues entre eux : ce qui me parait conforme à la conception 
originale de Galois (‘). 


4. Sur la transformation des équations algébriques. 


Soit ¥ une équation algébrique en +, de degré n, 
(1) o= F(x) = ar py x? + pat +, + Pn + Pry 


dont les racines £,,..., £, seront supposées inégales. Appliquons- 
une transformation rationnelle R quelconque, 


AT). aÿ+ær+...+ ax 


(2) LT) ab. sat 


le dénominateur B étant supposé premier avec F. Cela se fera, par 
définition, en éliminant x entre les équations (1) et (2), ce qui donnera 
pour transformée de &, d’après la théorie classique de la transfor- 
mation des équations algébriques, l'équation G en y, 


(3) O= Gly) HHH IT + GI ++ In Ay + ns 
qui à pour racines 1, ..., 1, les transformées 
(4) n=R(&) (ENS Onan ee 7D) 
des racines £,,..., &, de &. 
Soit alors P le système en x,, ..., x, 
(5) Zxs = — Pr; LLo#3= Pr, viens We era 


que nous dirons associé à #, et soit, de même, Q le système en 
Yi ENT Y ns 

(6) 2ya=— 9  2JaYs—=g» ss Jar. Vn=(— 1)" ny 
associé à G. 

ee ee ee 


(1) Les résultats de ce Mémoire ont été résumés dans une Note des Comptes re 
de l’Académie des Sciences, portant le même titre (Séance du 29 janvier 1940 


Do) 
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Appliquons à P la transformation ®, c’est-à-dire, plus explicitement, 


la transformation R 


(5) Vie R(x:) Gr, Don) 


/ 


qui opère, par cogrédience, sur chacune des variables æ;, comme ® 
opère sur x. 

Nous aurons à éliminer les +; entre les équations (5) et (7), c’est- 
à-dire à exprimer que (y,,..., Ya) résulte de la transformation par R 
d'une solution (æ,, ...,æ,) de P. Or, les diverses solutions de P sont 
données par les formules 


(8) Li= bp; LES EN: 
1, ..., ©, étant l’une quelconque des permutations des indices 1, 
2, ...,n; de sorte que leurs transformées respectives sont données, 


avec les mêmes ¢,, par les formules 
(9) yiz= R(Zo,) = No; (ET, 2,....n), 


et sont, par conséquent, les diverses solutions de Q. Le résultat de 
l'élimination en question devra, par suite, exprimer que (y, ..., Yn) 
est une solution de &, et sera, dès lors, le système Q lui-même. 

Nous concluons donc que, & et G étant deux équations algébriques 
quelconques de degré n, sans racines multiples, et P et Q étant leurs 
systèmes associés respectifs, toute transformation rationnelle qui 
change & en G, change aussi P en Q. 


2. Transformations canoniques. 


Le but de ce travail est d’utiliser systématiquement les transfor- 
mations rationnelles pour l’étude des équations algébriques de 
degré n, à racines simples, et, en particulier, pour l'analyse de leur 
réductibilité. Il suffira, en fait, d’y employer les transformations 
entières de degré (n — 1), 


(10) ¥YSE(*) Sey tees hea, 


que nous appellerons, pour un degré n donné, canoniques. On sait, en 
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effet, qu’étant données une transformation rationnelle quelconque ® 
et une équation algébrique # de degré n, à racines simples, il existe 
une transformation entière et de degré (n—1), &, et une seule, que 
l’on pourra appeler réduite de par rapport à #, qui donne aux 
racines de # les mêmes transformées que @ ; et que cette réduite peut 
s’obtenir par des calculs rationnels. 

Elle est donnée, par exemple, avec les notations du n° 4, par la 
formule d’interpolation de Lagrange (‘) 


(11) J = REx) O( 2, Ex) (H=1, 2,...,27), 


P(x, a) étant le quotient 
F(x) — F(a) 


(#2) O(2, 2) = aie) 


Le second membre de (11), étant une fonction symétrique des &,, 
pourra s'exprimer rationnellement en fonction des coefficients de ¥ 
et de &. 

Sous leur forme générale (10), les transformations canoniques 
relatives à la famille N des équations algébriques de degré n, à racines 
simples, dépendent de n paramètres arbitraires e,, ...,e,. Quand il 
s'agira d’étudier les transformées d’une équation particulière # de 
cette famille N, on pourra les prendre sous la forme 


(13) ¥ = Nz 0 (2, Zz) (æ—1,2,...,n), 
qui met en évidence les transformées 
(44) Hi E(é:) (ERA ER), 


des racines Ë; de &. Et ces transformées n,, ..., n, y seront alors des 
paramètres arbitraires. On passera des paramètres e; aux para- 
mètres y; et inversement, par la transformation linéaire (14) et par 
son inverse. 

La transformée de & par l’une quelconque de ces transforma- 
tions (13)sera l’équation G qui a pour racines y,, ...,",. On pourra 


n 


(*) La notation agbg(2 =1, 2, ..., n) désigne la somme > aq be. 
a1 
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donc passer, par une transformation canonique, de toute équation # 
de la famille, à toute équation G de la famille. 

On peut donc dire que la famille N des équations de degré 7 à racines 
simples est une classe, vis-à-vis des transformations canoniques rela- 
tives au degré n; mais il faut observer que celles-ci ne forment pas un 
groupe, tant parce qu’elles ne sont pas inverses deux à deux que 
parce que le produit de deux d’entre elles est une transformation 
entière dont le degré est, en général, supérieur à (n—1). 

Les transformations canoniques qui font passer d’une même équa- 
tion F à une même équation G, dans la classe N, sont au nombre den! 
Car, pour que la transformation 


(15) Se eo en), 
du type (13), change l’équation #, quia pour racines €,, ..., &,, en 
une équation G dona’, il faut et il suffit que ¢,, ..., €, soient les 


racines de DT on prises dans un ordre quelconque : c’est-à-dire, 
si l’on a désigné par n,,..., n, les racines de G, prises dans un ordre 
déterminé, arbitraire du reste, que l’on ait 


(16) ne (Ce see 
O,,..-, 0, étant l’une quelconque des permutations des indices 1, 
Stemi TE 
La forme générale des transformations canoniques qui changent #, 
. = re ree . 
de racines 6), «0.5 €,°en G,-de racines 7,, ... +; 1. est donc 
(17) Y = Np, (2, Ex) (a —1,2, “….,) À); 
01, ..-, , étant l’une quelconque des permutations des indices 1, 


2,...,n. Les n! transformations ainsi définies diffèrent par la manière 
dont elles transforment le système des n racines de #; et sont, pa 
suite et a fortiori, analytiquement différentes. 


3. Auto-transformations et pseudo-groupe d’invariance. 


En appliquant les résultats qui précédent au cas ot G est identique 
a #, on conclut qu'il y a n! transformations canoniques différentes, 
et pas davantage, qui laissent invariante une équation donnée #, de 
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‘ ; . Fr ieee . 5 ° 
degréin; et'que,'si és: 41, désignent les racines de cette équation, 
prises dans un ordre déterminé, arbitrairement choisi, leur équation 
générale est 


(18) FH bp Pe be) Grove) 

Pas +++» On étant l’une quelconque des permutations des indices 1, 
2, ..., n. Nous les appellerons les auto-trans formations canoniques 
de #. 


Prises sous la forme générale (10), elles seraient fournies par les 
diverses solutions (au nombre de n!, d’après ce qui vient d’être dit), 
du système @ d’équations en e,,...,e,, qui exprime que la trans- 
formation (10) laisse & invariante : système que l’on appellera le 
système des équations de définition de ces auto-transformations. 

Soient @ une quelconque des auto-transformations canoniques de #, 
ej=t;(1=1,2,...,n), la solution du système ® qui la donne, et. 


(19) Re) hr tae 


son équation. Laissant # invariante, elle change chaque racine de # 
en une racine de & et change l’ensemble des racines de # en lui-même : 
elle produit donc sur le système des racines de #, considérées comme 
des objets différents, une certaine permutation &, que nous dirons 
induite par elle. £ 

Or, si l’on a désigné les racines de F, prises dans un ordre déter- 
miné arbitraire, par &,,...,€,, cette auto-transformation @ aura, pour 
un choix approprié des p;, une équation de la forme (18), et la per- 
mutation concrète & se traduira par la substitution abstraite o qui 
change chaque indice z en p;. Il en résulte qu’il y a correspondance 
biunivoque entre les auto-transformations canoniques © et les per- 
mutations concrètes & qu'elles induisent, celles-ci étant, dans leur 
ensemble, toutes les n! permutations des racines. 

De plus, si &, et &, sont les permutations concrètes des racines 
induites, respectivement, par deux auto-transformations canoniques 
quelconques, y —0,(x) et y —0,(x), le produit w,@,= &, sera 
induit par le produit y—0,[0,(x)], et, par conséquent, par la 

Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 1. 2 
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réduite y = 0 3(#) de ce produit ('), et cette réduite laissant, comme 


ce produit, F invariante, sera l’une des auto-transformations cano- 
niques de #. 

Il est évident, par ailleurs, que la nee identique y = x 
est l’une des auto-transformations canoniques de &, et a pour induite 
la permutation unité. 

Enfin, comme à chaque permutation concrète & en correspond une 

autre, Wy, qui est son inverse, a chaque ‘auto- transformation cano- 
nique y = 9(a) en correspondra une autre y = 9,(@) qui aura pour 
induite la permutation &,, inverse de la permutation & induite par la 
première; et la réduite du produit y = 6[9,(x)], comme celle du 
produit y= 9,[9(x)], ayant pour induite la permutation unité, sera 
la transformation identique y = x. 

Les permutations concrètes & forment un groupe II, qui est le 
groupe général de toutes les permutations concrètes des racines de &. 

Les auto-transformations canoniques ©, au contraire, pour les 
raisons données ci-dessus (n°2) pour les transformations canoniques, 
ne forment pas un groupe. Mais, d’après l’analyse qui précède, elles 
se comportent comme si elles en formaient un, en ce qui concerne 
leurs effets sur les racines de #, qui se traduisent par les permu- 
tations & qu’elles induisent respectivement. Nous dirons, en consé- 
quence, qu’elles forment, relativement à #, un pseudo-groupe, et 
nous appellerons celui-ci le pseudo-groupe d’invariance de &. La 
réduite du produit de deux transformations de ce pseudo-groupe (prise 
relativement à &) sera dite leur pseudo-produit; et deux de ces trans- 
formations dont le pseudo-produit sera la transformation identique 
seront dites pseudo-inverses l’une de l’autre. 

De sorte que ce pseudo-groupe contiendra la transformation iden- 
tique, que le pseudo-produit de deux quelconques de ses transfor- 
mations sera une de ses transformations, et que ses transformations 
seront, deux à deux, pseudo-inverses l’une de l’autre. Ainsi appa- 
raissent, pour l’ensemble des auto-transformations canoniques d’une 


(1) 93 (a) est le reste de la division de 8,[8:(x)] par F(x); ce qui revient à dire que 
l’on à 


03(x) = 01[0:(x)] mod, F(a). 
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équation #, F(æ)—o, quand le calcul de ces transformations est 
traité modulo F, les propriétés caractéristiques des groupes. 

Quant aux 7m! substitutions 5, elles constituent le groupe général S 
des substitutions des indices 1, 2, ..., 2; et la manière dont elles ont 
été introduites établit une correspondance holoédriquement isomor- 
phique entre ce groupe S d'une part, et le pseudo-groupe d’inva- 
riance J, ou le groupe de permutations II d’autre part. Il faut entendre 
par la, en ce qui concerne S et J, qu'au produit de deux substitutions 
de S correspond le pseudo-produit des deux transformations de J qui 
leur sont respectivement homologues. 

Le groupe S donne ainsi une représentation du pseudo-groupe 
d'invariance 4; mais cette représentation change si l’on modilie le 
numérotage des racines de # : chacune des substitutions 5 se trouve 
alors remplacée par sa transformée par une certaine substitution des 
indices 1, 2, ..., n, la même pour toutes. 


LA 


4. Pseudo-groupe d'invariance du système associé. 


L'introduction des auto-transformations canoniques permet de 
considérer toute équation algébrique comme automorphe ('), ou 
mieux comme pseudo-automorphe, puisque ses diverses auto-transfor- 
mations canoniques, qui forment le pseudo-groupe d'invariance à, 
font passer de chaque racine de ‘ à toute autre (*). Mais c’est dans la 
manière dont ces auto-transformations se comportent vis-à-vis du 
système P associé à F que réside leur importance. 

Il résulte d’abord du n° | que toute auto-transformation canonique © 
de ¥, y =4(a,) ou, plus explicitement, la transformation 6, 


(20) p= Oy) Mr A 


(1) On sait qu'un système d'équations, finies ou différentielles, est dil automorphe si 
ses diverses solutions se déduisent de lune quelconque d'entre elles par les transfor- 
mations d'un groupe, effectuées sur les inconnues; et que ce groupe est dil groupe 
d'automorphie du système. 

(2) Il y a (a —r)! auto-transformations canoniques de F qui changent une racine 
donnée en une autre racine donnée. 


2 
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qui en résulte par cogrédience, laisse P invariant. Nous dirons donc 
de ces transformations @ que ce sont les auto-trans formations cano- 


niques de P. 

Chacune d’elles, changeant toute solution de Penune solution de P, 
et changeant en lui-même l'ensemble des 7! solutions (8) de P, pro- 
duit sur le système de ces n! solutions, considérées comme des objets 
distincts, une permutation &, que l’on dira induite par cette auto- 


transformation 0. L 
Si l’on prend © sous la forme (18), @ sera 


(21) Vix= Ep, D(Tis Ea) (tr: d es Oe er) 


et elle changera la solution 2;=€;(¢=1, 2,...,7), quia été, par 
hypothése, arbitrairement choisie, en 


(22) Vaca: Gia ER eT 


d’où il résulte qu’il y a une transformation 6, et une seule, qui change 
une solution donnée de P en une autre solution de P donnée. 

On sait que le systéme P, en vertu de la symétrie de ses équations, 
est automorphe, son groupe d’automorphie & étant le groupe des n! per- 
mutations des variables æ,, ...,æ,, qui sont représentées par les 
transformations Q 


(23) io (= te 0) 


(9:,..., 6, étant les diverses permutations des indices 1, 2, ..., 7”). 
La transformation générale (23) change la solution 


en 
(24) Li Ce, CANO) ce ancnd) ie 

elle effectue donc une permutation de ces solutions, et l’on peut y 
choisir o,, ..., o, de manière que- cette permutation w change la 
solution arbitraire £,, ..., £,, supposée donnée, en une solution quel- 
conque a=£,,(¢=1,2,...,n), également donnée à l’avance. Le 


groupe des permutations w, qui est holoédriquement isomorphe au 
groupe S des substitutions des n indices, est donc simplement transiti f. 
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Il résulte de ce qui précède qu'il en est de même pour le groupe 
des permutations &, induites par les auto-transformations cano- 
niques © de P. 

Ces auto-transformations ne forment pas un groupe, mais, comme 
les auto-transformations © de &, elles forment un pseudo-groupe, si 
l’on convient que le pseudo-produit de deux transformations 0, et 0,, 


(25) ri), #0, (2) (Terre), 
sera 
(26) #i=0:(æi) (ET AN An): 


où 0,(æx) est le reste de la division de 9,[9,(a)] par F(x) : ce qui 
entraine la définition de deux transformations pseudo-inverses. 

Ce pseudo-groupe sera dit le pseudo-groupe d’invariance J de P ('). 
On voit qu'il joue, vis-a-vis de P, le rôle d’un second groupe d’auto- 
morphie. 

Il convient d’observer cependant que les permutations concrètes a, 
induites par les transformations du pseudo-groupe J, sont entiére- 
ment déterminées par elles; tandis que les permutations w, résul- 
tant des transformations Q du groupe d’automorphie &, ne le sont que 
lorsqu’on a numéroté les racines : ce qui peut se faire den! manières. 
En ce qui concerne le pseudo-groupe d’invariance J, ce numérotage 
intervient seulement quand on veut donner à ses équations générales 
la forme explicite (21). 

Il est bien remarquable, par ailleurs, que chaque transformation © 
du pseudo-groupe d’invariance est permutatable à chaque transforma- 
tion Q du groupe d’automorphie. Il suffit, pour le vérifier, de chercher . 
la transformée de la transformation (21) de J par la transformation (23) 
Perce sl) vient, pour == 1, 2; + 1.07, 


(27) Vi=Yo,= Ep, D(Lo:: Es) igo, Dr, ee) CRT 2, MOD. n). 


(1) Nous dirons aussi, de J lui-même. qu'il est le psewdo-groupe (invariance de P. 
Car appliquer a P, par cogrédience, une auto-transformation canonique 4 de F, » = 6(2), 
c’est lui appliquer l’auto-transformation 8 de P, yi= 0(xi) (t=1, 2, ..., n), qui lui 
correspond. Et cela facilitera souvent le langage. 
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c’est-à-dire 


(28) Ji Ep, O( Zi, Ex) nn ORAS Mh Dranoon Oly 


ce qui est, écrite avec lesa, y,au lieu des 2, y;, la transformation (21) 
elle-mème. Celle-ci est donc inyariante par la transformation (23), ce 
qui prouve la permutabilité annoncée ('). 


x 


5. Des sous-systèmes du système associé. 


J'appelle sous-système d'un système quelconque S d'équations, tout 
système Ÿ d'équations, aux mêmes inconnues, dont toute solution est 
une solution de S, mais qui n’admet pas toutes les solutions de S. 

Considérons les sous-systèmes du système P, en æ,, ...,æ,, associé 
a une équation algébrique # quelconque de degré n (voir n° 1). 
Chacun d’eux s’obtiendra en adjoignant aux équations (5) de P une 
ou plusieurs équations complémentaires, en æ,, ..., æ,, compatibles 
avec P, sans en être des conséquences. 

Je dis qu’on peut le faire de manière à avoir un sous-systeme £ dont 
les solutions soient les divers éléments d’un ensemble E de solu- 
tions de P, arbitrairement donné. 4 

Introduisons, en effet, une résolvante de Galois de #. Soit 


(29) VSS oy D ee = MIT er, 
l’inconnue auxiliaire choisie, et 


(30) ON) = 0 


(1) Par cette propriété de permutabilité, le pseudo-groupe d’invariance J se présente, 
vis-à-vis du groupe d’automorphie &, comme l’analogue du groupe simplement transitif 3€ 
réciproque dun groupe simplement transitif & donné, dans la théorie des groupes 
continus finis de S. Lie. C'est un premier exemple du parallélisme qui existe entre la 
présente théorie et celle que j'ai exposée, pour la réductibilité des systèmes différentiels 
automorphes dont les groupes d'automorphie sont des groupes continus simplement tran- 
sitifs, dans un autre travail, qui doit paraitre dans les _/nnales Scientifiques de l'École 
Vormale supérieure. SiG est le groupe d’automorphie d’un tel système, son réciproque Je 
donne naissance à un groupe d'invuriance K, qui joue le role d'un second groupe dauto- 
morphie, et les transformations de G sont permutables à celles de K, comme à celles 
de de. 
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la résolvante, de degré égal à n!, dont elle dépend. Soient, de plus, 
(31) Li GUN) CN RP): 


les formules rationnelles, donnant la solution Gary ars) ey enh gal 
correspond à une racine quelconque V de cette résolvante. Aux 
éléments, solutions de P, de l’ensemble E donné correspondront 
autant de racines de (30), qui seront les diverses racines d’une 
certaine équation à 


(32) UV) =o, 


où Y(V) sera un diviseur de 9(V). Cet ensemble sera donc défini par 
le système surabondant, obtenu en ajoutant aux équations (5) de P 
les équations (29), (30), (31), (32), où V est une inconnue auxiliaire. 
Et comme le système formé de P et de (29) équivaut au système formé 
de (3o)et(31), on pourra ne garder que les équations (5) de P, avec 
(29) et (32); ou encore, adjoindre simplement a P l’équation (32) et 
l’équation 

(33) U( mya, +... + Min) =O. 


Mais (29) ne servira plus alors qu'à calculer l’inconnue auxiliaire V, 
et l’on pourra faire abstraction de celle-ci. De sorte qu’en definitive le 
système È annoncé s’obtiendra, sous une forme type, en adjoignant 
à P la seule équation complémentaire (33). On remarquera qu'elle est 
Pomnelle én 2,11. Cie 


6. Les transformations réductrices et les sous-systèmes. 


En même temps que l'équation 4, supposée donnée, qui pourra 
être quelconque, nous allons considérer une équation de référence 
fixe, de degré x, dont nous nous donnerons arbitrairement les racines. 
Prenons, par exemple, pour ces racines les entiers 1, 2, ..., n. Nous 
désignerons cette équation de référence par G, et nous conserverons 
les notations des numéros précédents. Nous poserons, de plus, . 
(34) Fr = ay 
2% 
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Alors, la transformation canonique 
(35) iy =e O(a, Uy) (x 17/2; wait) 
changera & en G, et la transformation canonique 
(36) Di Us LV A) CES LE ME) 


changera G en #, pouvu que (u,, ...,u,) y soit une solution de P(*). 
Nous dirons, s’il en est ainsi, que (35) est une transformation réduc- 
trice de #, et que (36) est sa pseudo-inverse. 

D'après le n° 1, toute transformation réductrice (35) change P, sys- 
tème associé à F, en Q, système associé à G, et sa pseudo-inverse (36) 
change Q en P; mais, de plus, le mode de raisonnement employé 
alors permet de montrer, tout aussi aisément, que (35) change en 
même temps tout sous-système & de P en le sous-système 2, de Q qui 
a pour solutions (y;, ..., Yn) les transformées, par (35), des solu- 
tions (æ,, ..., æ,) de 2; et que (36) change, inversement, £, en X. 

Les divers systèmes Ë, qui se déduisent ainsi de = par les diverses 
transformations réductrices de & seront dits les réduits de X. 

Observons que les transformations réductrices, considérées ici, ne 
sont pas autre chose que les transformations considérées n° 2, in fine, 
dans le cas où l'équation quelconque G, envisagée alors, est l’équa- 
tion de référence choisie ici. 

Notons que (35) et (36) établissent une correspondance biunivoque 
entre les solutions (æ,, ..., x,) de P et les solutions (y,, ..., Yn) 
de Q (étant sous-entendu qu’on opère par cogrédience sur les 2; et 
les y;); et que, en particulier, la solution (u,,..., u,) de P et la solu- 
tion (1, 2, ..., n) de Q sont homologues dans cette correspondance. 

Cela posé, cherchons a quelle condition la transformation réduc- 
trice (35), quia(u,,..., u,) pour solution génératrice, et une autre 
transformation réductrice 


(37) Y=ab (x; uz) (Ra yi a ae 


(1) D'une manière plus précise (35) change chaque racine x — u; de ¥ en Ja racine 
y =tdeG, et (36) change inversement chaque racine y =i de G en la racine x = w; 
de F. 
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ayant pour solution génératrice (uv', ..., u!,), pourront transformer 
-un sous-système È en un même réduit &,. 

Désignons, à cet effet, par T la transformation (35), par T, sa 
pseudo-inverse (36); par T’ la transformation (37) et par T’, sa pseudo- 
inverse 


(38) == uy Vy, a) Rt oe ee He 


x, étant défini par X, = T(E), on devra avoir £,— T'(E), ce qui équi- 
vaut à 2 — 1,(2,); de sorte que la condition cherchée est que l’on ait 


Z=T,[T(S)]=T, T(2)4 


c'est-à-dire que le produit TT laisse © invariant. 
Or T changeant # en G et T° changeant G en #, IT laisse F inva- 
riant; et comme c’est la transformation entiére 


(39) az’ = ug, W[B D(x, us), x] tbe 10e, déco): 


sa réduite, relative à #, est l’une des auto-transformations canoniques 
© de &. Celle-ci permutant les solutions de P comme TT, la condi- 
‘tion cherchée est donc qu’elle laisse £ invariant. 

Par ailleurs T changeant la solution (u,, ...,u,) de P en la 
solution (1, 2, ...,n)de Q, et T, changeant la solution (1, 2, ..., 7) 
de Q en la solution (uv, ..., u',), T,T change la solution (w,, ..., u, 
de P en sa solution (u', ..., u',); et, dès lors, la réduite 6 de T,T 
est celle des auto-transformations canoniques de # qui change la 
solution (u,, ..., u,) de P en sa solution (wu, ..., u),)('). 

Nous arrivons donc a la conclusion suivante : 


Pour que deux trans formations réductrices de ¥ changent un sous- 
système 2 de P en le méme réduit E,, tl faut et il suffit que È demeure 
invariant par la transformation du pseudo-groupe d'invariance de F 
qui change la solution (u,, ..., u,) de P, génératrice de l’une de ces 
trans formations réductrices, en la solution (uw, ..., u,,) de P qui est la 

solution génératrice de l’autre. 


(‘) On a montré au n° 4 qu'il y a une auto-transformation canonique de J, et une 
seule, qui change une solution donnée de P en une autre solution de P, arbitrairement 
donnée comme la première. 


Ann. Ec. Norm., (3), LVIII. — Fasc. 1. 3 
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eT, Systèmes adjoints à un sous-systéme. 


1 7 errs ’ = s ate Vv 
Les auto-transformations canoniques de # qu un sous-systeme À 


de P admet constituent un pseudo-groupe: car le pseudo-produit de 
deux d’entre elles en est une, elles sont deux à deux pseudo-inverses, 
et la transformation identique en est une. Nous dirons que ce pseudo- 
groupe y est un pseudo-sous-groupe du pseudo-groupe d’invariance J 
de F. Il pourra, du reste, se réduire à la seule transformation identique. 

Cela dit, considérons l’ensemble des solutions (u,, ...,u,) de P 
qui sont génératrices de transformations réductrices de # changeant 
Yen un même réduit Z,. Ce seront les solutions d’un certain sous- 
système 5 de P, que nous dirons adjoint à ©. Chaque solution de P est 
solution de l’un de ces adjoints 5 de À, et d’un seul. Car elle est géné- 
ratrice d’une transformation réductrice, laquelle donne aX un réduit =, 
et un seul. Done les solutions de P se répartissent entre les divers 
adjoints 6 de X. 

D'après la conclusion du numéro précédent, les solutions de chacun 
des adjoints © de Ë se déduisent de l’une quelconque d’entre elles par 
les diverses transformations d’un même pseudo-groupe y, qui est le 
plus grand pseudo-sous-groupe du groupe d’invariance J de P qui 
laisse X invariant. 

Remarquons qu’il en résulte que si l’une des solutions d’un adjoint 
particulier 5 de & est une solution de &, il en est de même de toutes 
les autres solutions de cet adjoint; puisque toute transformation de y, 
laissant À invariant, change toute solution de Ÿ en une solution de à. 

De la résulte que es solutions de È se répartissent entre certains de 
ses adjoints. 


Remarque I. — Appelons ordre d’un sous-système 2 de P le 
nombre » de ses solutions. Tous les adjoints ¢ de Y ont le méme ordre 
qui est l'ordre du pseudo-groupe y, c’est-à-dire le nombre des trans- 
formations de celui-ci. Si done y est l’ordre de y et mle nombre des 
adjoints entre lesquels se répartissent les solutions de Z, onav— my. 
Donc l’ordre de y est un diviseur de l'ordre de S,. 


Remarque II. — Si N est le nombre total des adjoints o de E, les 
n! solutions de P se répartissant entre ces adjoints, on a n!—Nu, 
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de sorte que u, ordre de y. et N, nombre des adjoints 6, sont des 
diviseurs de n! Comme n! est l’ordre du pseudo-groupe J, on retrouve 
ici, pour les pseudo-sous-groupes de J, un théorème bien connu de 
la théorie des groupes d’ordre fini. 


8. Propriétés des adjoints. 


1° Pseudo-groupe d invariance. — Comme on l’a vu au numéro 
precedent, le pseudo-groupe y se comporte, vis-à-vis de chacun des 
adjoints o considérés, comme le fait le pseudo-groupe J (dont il est 
un pseudo-sous-groupe), vis-à-vis du système P : il en permute les 
solutions de telle manière qu'il y a une transformation et une seule 
de y qui change une solution donnée de l’un quelconque 5 de ces 
adjoints en une solution, arbitrairement donnée aussi, de cet 
adjoint ('). C'est ce que nous exprimerons en disant que y, plus 
grand pseudo-sous-groupe de À laissant X invariant, est, pour chacun 
des adjoints © de X, un pseudo-groupe d'invariance. 


2° Passage d’un adjoint à un autre. — Soient o et 5’ deux adjoints 
de X, (u,, ...,u,) une solution de a, et (u', ...,u’,) une solution 
de 5’. Il existe une transformation a, 


(4o) bee ADEME eut), 

qui fait passer de (u,, ...,u,) à (w,, ...,u',), puisque ce sont deux 
solutions de P. Or les solutions (¢,, ..., v,) de 5 sont données par la 
formule 


(41) j= O( 1) C1 ee 5. a) 


(') Il y a. en effet (n° 4), une transformation de J et une seule qui change une 
solution donnée de P en une solution de P, arbitrairement donnée aussi. Si ces deux 
solutions appartiennent à un même adjoint 5, celte transformation appartient à y, et 
réciproquement, d'après le numéro 6 et la définition des adjoints (n° 7); et elle est, 
a fortiori, la seule transformation de y qui fasse passer de la première de ces solutions 
à la seconde. Il en résulte, de plus, que y est le plus grand pseudo-sous-groupe de J 
qui laisse un adjoint quelconque 5 de = invariant, puisque toute transformation qui laisse 
cet adjoint 5 invariant change chaque solution de cet adjoint en une solution de cel 
adjoint. 
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x’ = 0(a) étant l’une quelconque des transformations de y; et celles 
dea’, (“,, ..., ¢,), sont données, sous la même condition, par 


(42) p;= 9( uj) CU te 2 ELU): 


Mais, d’autre part, chaque transformation de CU étant permutable 


avec chaque transformation de J (n° 4 in fine), le transformé de a 
par a aura pour solution générale ù 


(43) uj O(u;) Ge Mn 


les 0 étant les mêmes que pour la formule (41), et, par conséquent, 
que pour la formule (42). C’est dire que s'est le transformé de o par a. 

Donc, on passe d’un adjoint c d'un sous-système À quelconque à tout 
autre de ses adjoints, o', par les transformations du groupe d’auto- 
morphie & de P qui fait passer d’une solution de o à une solution de a’. 


3° Automorphie des adjoints. — Si o' est, dans l’énoncé précédent, 
identique à c, on en conclut qu’il y a uv transformations de & qui 
laissent o invariant, à savoir celles qui changent l’une quelconque, 
(u,,...,u,), de ses solutions en ses x diverses solutions. Il n’y en a 
pas davantage; car toute autre, appliquée à (4,, ..., u,), donnera 
une solution de P autre que ces & solutions, et, par conséquent, ne 
laissera pas o invariant. Ces u transformations constituent donc le 
plus grand sous-groupe de & qui laisse o invariant. Soil « ce sous- 
groupe. On voit sans peine, que du fait que c’est un groupe, et que 
ses transformations changent l’une des solutions de c en ses diverses 
solutions, il fait de même pour toute autre solution de c. 

Donc 5 est un système automorphe, son groupe d’automorphie étant le 
plus grand sous-groupe de &, x, qui laisse o invariant. 1] résulte éga- 
lement de ce qui précède qu’il y a une transformation de ce groupe 
d’automorphie, et une seule, qui fait passer d’une solution de o, 
arbitrairement choisie, à une autre solution, arbitrairement choisie 
également, de 5. 


Remarque. — Si x et a’ sont les groupes d’automorphie de deux 
adjoints du sous-système E, 5 et 5', et si a est l’une des transfor- 
mations de CL qui font passer de gaa’, x’ est le transformé de « par a. 
Deux adjoints, 5 et a’, d’un méme sous-système ont donc même pseudo- 
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groupe d'invartance; mais, en général, leurs groupes d’automorphie 
sont différents, et ce sont deux sous-groupes homologues du groupe 
d’automorphie & de P. 


L’analyse du numéro suivant éclairera, du reste, et précisera, sur 
certains points, les résultats de celui-ci en montrant la dépendance 
mutuelle des pseudo-groupes d’invariance et des groupes d’auto- 
morphie dont on vient de constater l’existence simultanée pour les 
systèmes adjoints. 


9. Sous-systèmes principaux. 


Soient © un sous-système de P, v son ordre, et 
(44) Ti Uj ESO 70) 


une de ses solutions. Ses » solutions sont données par la formule 
générale 


(45) = Hp, (ut 2 4x Di): 

(¢1, -.., Qn) devant appartenir à un certain ensemble E de v permu- 
tations des indices (1,2, ...,n), qui contiendra la permutation 
naturelle (1,2,...,n). 


On pourra passer de la solution (44) à chaque solution (45), soit 
par l’auto-transformation © de P, quia pour équation 


(46) Li Up, D(Ti, Ua) OEM A A RC RE 

et, par conséquent, par l'auto-transformation @ de % qui a pour 
équation 

(47) a = UpaD(T, Uz) (Ca Paes. fe) 

(appliquée par cogrédience des a; avec x); soit par la transformation a, 
(48) Ld eoehiey { Mme CEE rh 


du groupe d’automorphie & de P. 
L’auto-transformation © induit la permutation & des racines de % 


qui s'exprime par la substitution (7, 9;)(¢=1, 2, ...,n), appliquée 
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aux indices zdes u; : je designerai cette substitution par s. La trans- 
formation a revient, d’autre part, à effectuer sur les indices 7 des x; 
la substitution “jos.1) Var 000) c’est-à-dire la substi- 
tution s~', inverse de s. 

Si les » substitutions s forment un groupe g’o, les substitutions s~' 
forment le méme groupe, et réciproquement. 

Or, dire que les substitutions s forment un groupe g;,, c’est dire que 
les permutations & forment un groupe y,, qui se trouve rapporté, 
isomorphiquement et holoédriquement, à ce groupe g,,, et récipro- 
quement. Et, pour que les permutations & forment un groupe Y,, il 
faut et il suffit que les auto-transformations ©, qui les induisent, 
forment un pseudo-groupe y, au sens qui a été donné à ce terme quand 
on a défini le pseudo-groupe d’invariance J de P. Ce pseudo-groupe y 
sera (comparer n° 7) un pseudo-sous-groupe de J; et il se trouvera 
rapporté (') au groupe yo, et, par suite, au groupe g,, isomorphique- 
ment et holoédriquement. En même temps, les auto-transformations 0 
formeront aussi un pseudo-groupe Y; qui sera un pseudo-sous-groupe 
de J, et sera en correspondance isomorphique et holoédrique avec Y, 
Yo et go. Mais alors les v transformations ©, qui changent la solu- 
tion (44) de & en ses diverses solutions, formant un pseudo-groupe, 
changeront aussi (on le démontrerait sans peine) toute solution de & 
en ses diverses solutions. De sorte que y sera, pour Ÿ, un pseudo-groupe 
d'invariance; et il y aura une transformation de Y; et une seule, 
changeant en une solution donnée de © une autre solution quelconque, 
donnée, de *. 

Si, réciproquement, Z a un pseudo-groupe d’invariance, il ne peut 
être constitué que par les v transformations © considérées, de sorte 
que celles-ci, et, par conséquent, les substitutions s, forment un 
groupe, et l’on a les correspondances isomorphiques indiquées. 

D'autre part, dire que les substitutions s~' forment un groupe g:, 


(') I faut entendre par la qu'au produit de deux permutations de yo, et des deux 
substitutions homologues de go, correspond le pseudo-produit des transformations de 
qui sont respectivement homologues à ces permutations, comm» à ces substitutions. 
L'isomorphie de deux pscudo-groupes se définirait d’une manièré analogue. 
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c'est dire que les transformations a forment un groupe, g, qui se 
trouve alors rapporté isomorphiquement (et holoédriquement) a ce 
groupe gy. C'est un sous-groupe du groupe @automorphie & de P; et 
de son existence on conclura, comme on l’a fait au n° 8 pour les 
adjoints o, que & est alors automorphe et que son groupe d'automorphie 
est ce sous-groupe g de A. 

Si, réciproquement, Ÿ est automorphe et a pour groupe d’auto- 
morphie un sous-groupe de &, ce groupe d’automorphie ne peut être 
constitué que par les transformations a considérées; et, par consé- 
quent, celles-ci formant un groupe. g, les substitutions s~' forment 
un groupe g,, et l’on a les correspondances d'isomorphie indiquées. 

On conclut, en définitive, que sz un sous-système X de P a un pseudo- 
groupe d'invartance Y (qui sera nécessairement un pseudo-sous-groupe 
du pseudo-groupe d’invariance J de P), cl est aussi automorphe, avec 
pour groupe d’automorphie, un sous-groupe g du groupe d'automorphie 
CU de P; et RÉCIPROQUEMENT. Le pseudo-groupe d'invartance y et le groupe 
d’automorphie g se trouvent, par ce qui précède, rapportés l’un et 
l’autre, en isomorphie holoédrique, à un même groupe de substi- 
tutions gy : ils sont donc holoédriquement tsomorphes entre eux. 

L’ordre v de X est, du reste, dans ce cas égal à l’ordre du pseudo- 
groupe d’invariance et du groupe d’automorphie de &. 


Remarque J, — Ainsi se trouve mise en évidence une catégorie 
remarquable de sous-systèmes £,. que nous appellerons les sous- 
systèmes principaux de P. 

A cette catégorie appartiennent, d’après les propriétés trouvées au 
n° 8, les adjoints de tout sous-système £. 

Mais on démontrerait, comme on fa fait pour ces adjoints, que le 
pseudo-groupe d’invariance d’un sous-système principal est le plus 
grand pseudo-sous-groupe de .J qui le laisse invariant. Et il résulte, 
d’autre part, de étude des adjoints d’un sous-système quelconque = 
de P, que ce sont les divers sous-systèmes de P dont toutes les solutions 
se déduisent d’une solution de P par les diverses transformations du 
plus grand pseudo-sous-groupe de J qui laisse Ê invariant. 

On en conclut que tout sous-systéme principal de P est l’un de ses 
propres adjoints. 
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L'ensemble des sous-systèmes principaux de P ne diffère donc pas de 
l’ensemble des adjoints de tous les sous-systèmes de P. 


Remarque II, — Les adjoints o d’un sous-système & de P ont été 
définis au n° 7 au moyen d’un réduit particulier, 2, de X; et ce mode 
de définition nous sera utile dans la suite. Mais il résulte de ce qui 
vient d’être dit qu’ils sont, en fait, entièrement déterminés par une de 
leurs solutions et par le plus grand pseudo-sous-groupe de J qui laisse Z 
invariant. On obtiendrait donc le même système d’adjoints, pour », 
si l’on remplacait, dans la définition initiale, le réduit £, par un autre, 
c'est-à-dire l'équation de référence G du n°6 par une autre quelconque. 


Remarque III. — Si l’on tient compte de la permutabilité des trans- 
formations du groupe & avec celles du pseudo-groupe J, comme on 
l’a fait au n° 8 dans l'étude des adjoints d’un même sous-systéme, on 
arrive facilement aux conclusions suivantes:: 


1° Pour chaque pseudo-sous-groupe y du pseudo-groupe d’inva- 
riance J du système P, il y a des sous-systèmes principaux de P qui 
ont ce pseudo-groupe y pour pseudo-groupe d’invariance, et les solu- 
tions de P se répartissent entre eux. Ils forment une classe vis-à-vis 
du groupe d’automorphie & de P : leurs groupes d’automorphie 
respectifs sont, par suite, transformés les uns des autres par des 
transformations de cv. 

2° Pour chaque sous-groupe g du groupe d’automorphie du sys- 
teme P, il y a des sous-systèmes principaux de P qui ont ce groupe £ 
pour groupe d’automorphie, et les solutions de P se répartissent entre 
eux. Ils forment une classe vis-à-vis du pseudo-groupe d’invariance J 
de P : leurs pseudo-groupes d’invariance sont, par suite, pseudo- 
trans formés (') les uns des autres par des transformations de J. 


(1) Soient S un des sous-systèmes principaux de la classe, (44, ..., un), (GRAS A) 
deux quelconques de ses solutions, et æ'= 6(x) la transformation 8 de J qui change 
la première en la seconde. Soit ensuite S’ le transformé de S par une transformation 
quelconque A de J, y = d(x), et x = À-1(x) les équations de cette transformation et de 
sa pseudo-inverse A~!. Aux solutions (&,..., un) el (wi, ..., u,) de S correspondront, 
pour S’, leurs transformées par A, 


= QG) (E=1,2,...,n); PAT UT hg) 
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10. Remarques préliminaires 
sur la réductibilité du système associé à une équation algébrique. 


On supposera, dans ce qui suit, que l’on donne, en même temps 
qu'une équation algébrique # de degré n, un certain domaine de 
rationalité A. Par définition, toute opération rationnelle (addition, 
multiplication, division) appliquée à des éléments du domaine donne 
comme résultat un élément du domaine. On suppose, d’autre part, 
que les nombres entiers, positifs ou négatifs, font toujours partie du 
domaine A. Il en est donc de même pour les nombres que l’on 
appelle rationnels dans l'algèbre élémentaire, et qui constituent le 
domaine de rationalité naturel. En d’autres termes, tout domaine de 
rationalité A contient le domaine de rationalité naturel, mais il peut 
contenir des éléments qui ne font pas partie de celui-ci. 

Il sera entendu que le domaine de rationalité A contiendra toutes 
les variables ou indéterminées que l’on sera amené à introduire. Si 
donc, on est conduit à en considérer de nouvelles, au cours de l’étude 
de l'équation & donnée, on devra les adjoindre au domaine A primi- 
tivement donné : de sorte que celui-ci se trouvera automatiquement 
remplacé par le nouveau domaine de rationalité résultant de cette 
adjonction. 

Le mot rationnel s’entendra, sauf avis contraire, de tout nombre 
ou expression appartenant au domaine A considéré. Une fonction 
rationnelle de x,,..., x, (variables figurant dans le système P associé 
à &) sera donc une fonction rationnelle de ces variables, au sens 
élémentaire du mot, dont les coefficients appartiendront au domaine A. 


et l’on aura 
v= A[I(u)] = A} O[A-1 (92) ] j M et 02): 


On passera done de (#1, ..., px) à (#5, ..., #,) en lui appliquant la transformation 
de J qui est la réduite [mod. F(x)] de A®A\—', et que nous appellerons la pseudo- 
transformée de @ par A. Le pseudo-groupe dinyariance y’ de S’ sera l’ensemble de ces 
pseudo-transformées par A des diverses transformations ® du pseudo-groupe (Pinva- 
riance y de S; et il est naturel de l’appeler, en conséquence, comme nous l'avons fait 
dans le texte, le pseudo-transformé de y par A. 

Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 1. 4 
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Une équation sera dite rationnelle si ses deux membres sont ration- 
nels. } 

On supposera toujours que les coefficients p,, ...,p, de l’equa- 
tion F considérée appartiennent au domaine de rationalité A donné : 
de sorte que # sera toujours rationnelle, ainsi que son système 
associé P. 

Cela posé, l'équation # sera dite générale dans le domaine A, si le 
système associé P est erréductible dans ce domaine : ce qui signifie 
qu'il n'existe aucune équation en æ,, ...,æ, rationnelle qui soit com- 
patible avec P, sans en être une conséquence ('). Cela revient à dire 
que P n’a pas de sous-système rationnel. Dans le cas contraire, P sera 
dit réductible, et sera dite spéciale. 

L'analyse qui suit aura pour but de préciser la manière dont une 
équation # donnée est spéciale, c’est-à-dire le mode de réductibilité 
du système associé P. 

Nous remarquerons d’abord, à cet effet, que si un sous-système & 
de P est rationnel sous une forme quelconque donnée, sa forme type, 
définie au n° 5, est aussi rationnelle. Soit, en effet, 


(49) TNS so Biles nes En) O0 USO done 


les équations de ce sous-système &, telles qu’elles sont données, qui 
sont rationnelles par hypothèse. On supposera, ce qui est loisible, que 
les coefficients m; de l’inconnue auxiliaire 


(50) VER EEE 

sont rationnels (ils le seront, par définition, si on les laisse indé- 
terminés). Alors la résolvante de Galois qui la fournit 

(Bie) . OLN ae, 


estrationnelle, ainsi que les formules annexes 


(92) = ON) CEE 0 een) 


(') Cest le point de vue introduit, comme Von sait, par M. Drach. Il équivaut, bien 
entendu, à celui de Galois, plus arithmétique, d’après lequel aucune fonetion rationnelle 
des racines de #, non symétrique, Wa une valeur rationnelle. Mais il se prète mieux à 
l'intervention des transformations dans Panalyse que nous nous proposons de faire de la 
réductibilité de P. 
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qui donnent la solution qui correspond à une racine quelconque de 
cette résolvante. 

Or, pour obtenir la forme type de X, on aura à exprimer que V 
satisfait aux équations rationnelles 


(53) O= Bev y= Alo WV), 2 On) | RE 192 er), 


en même temps qu'à la résolvante (51). Donc V devra satisfaire à 
l'équation . 


(54) U(V)=0, 


où 4( V) sera le plus grand commun diviseur de + et des B,, et re 
par conséquent, ra L’équation 


(95) UC my ryt... + Man) = 0, 


qui constituera dès lors, avec P, la forme type de &, sera donc bien 
rationnelle. 

Si, en particulier, X n’a qu’une solution, l'équation (54) sera du 
premier degré, la valeur V qu'elle donnera sera donc rationnelle, et il 
en sera de même pour la solution de À, qui sera donnée par les for- 
mules (52). Toutes les racines de & seront donc rationnelles. On peut 
ajouter que toutes les solutions de P, et, par conséquent, toutes les 
racines de la résolvante de Galois (51), seront rationnelles. Il en sera 
donc de même pour tous les diviseurs de 2(V), de sorte que tous les 
sous-systèmes de P seront rationnels. 


Remarque. — SiX, etE, sont deux sous-systemes de XY rationnels, 
le sous-système &,, qui a pour solutions les solutions de P qui leur sont 
communes, s’il y en a, et le ARE x,, qui a pour solutions 
l’ensemble des solutions de ¥, et *.. sont rationnels l’un et l’autre. 

En effet, ©, s’obtient en réunissant les équations de» Dede Ls 

Quant à &,, on l’obtiendra en ramenant d'abord Y, et *, à leurs 
formes types. Si leurs équations complémentaires respectives sont 


alors 
Ui (my rj... Mnln) =, Ui(my,Xy+. + Math) = 0. 


celle de Z,, ramenée aussi à sa forme type, sera 


Vs ( DU BEE. AE My, =D, 


28 ERNEST VESSIOT. 


L,(V) étant le plus petit commun multiple de ¥,(V) et de ,(V). 
Comme ¥, et L, sont rationnels par hypothèse, il en sera de méme 
pour Ÿ,. Donc &; sera bien rationnel. 


11. Le pseudo-groupe spécifique. 

Soit F une équation donnée de degré n, que nous supposons 
spéciale, sans, toutefois, que toutes ses racines soient rationnelles. 
Soit © un sous-système rationnel du système associé P. L’équation de 
référence G, introduite au n° 6, ayant ses racines rationnelles, tous 
les sous-systèmes de son système associé Q sont rationnels. Donc 
tout réduit À, de ¥ est rationnel. Par suite, les équations de condition, 
en U,,..., Up, qui expriment que la transformation (35), à savoir 


(56) y=aO(a, ug) (ar, 00e) 


(laquelle est rationnelle, puisque les wu; sont indéterminées), change & 
en X,, seront rationnelles. Donc l’adjoint 5 de dont les solutions sont 
génératrices de transformations (58) réduisant 2 à &, est rationnel, 
Car on l’obtient en adjoignant ces équations de conditions rationnelles 
aux équations de P (écrites avec les lettres wu; au lieu des lettres +;) 

Par conséquent, les adjoints de tout sous-système rationnel de P sont 
aussi rationnels. 

Il en résulte que tout sous-système rationnel © de P admet des auto- 
transformations canoniques de Æ autres que la transformation iden- 
tique; sans quoi les adjoints 5 de Ë n'auraient chacun qu’une solution, 
et, puisqu'ils sont rationnels, toutes les racines de seraient ration- 
nelles (n° 10), ce qui est exclu. Soit y le pseudo-sous-groupe du 
pseudo-groupe d’invariance J de & formé de ces auto-transformations. 
C'est (n° 8) le pseudo-groupe d’invariance commun a tous les adjoints ¢ 
de X; et ceux-ci ne sont pas autre chose (n° 9) que les sous-systèmes 
principaux de P, qui ont y pour pseudo-groupe d’invariance. 

Par conséquent, st & est spéciale, sans que toutes ses racines soient 
rationnelles, le pseudo-groupe y formé de toutes les auto-trans formations 
canoniques de % qui laissent invariant un sous-système rationnel quel- 
conque & de P, ne se réduit pas à la seule transformation identique, et 
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tous les sous-systèmes principaux de P qui ont pour pseudo-groupe d’in- 
variance ce pseudo-sous-groupe y du pseudo-groupe d’invariance 4 de 
P sont rationnels. Nous dirons que la classe de ces sous-systèmes prin- 
cipaux (relative au groupe d’automorphie & de P, ainsi qu'il a été 
expliqué au n° 9, Remarque ID) est rationnelle. 

Il convient d'ajouter que tout sous-systéme principal étant l’un de 
ses propres adjoints, sa classe sera rationnelle, d'après ce qui précède, 
si lui-même est rationnel ('). 


Désignons alors par C,,C,,...,C,, les classes rationnelles de sous- 
systèmes principaux de P, et par y,, y:, ..., y, leurs pseudo-groupes 
d’invariance respectifs. Si (4, ...,u,) est une solution quelconque 


de P, il existera dans chaque classe C, un sous-système S, admettant 
cette solution. En réunissant les équations de ces m sous-systèmes S, 
on aura un sous-système S de P, rationnel, dont les diverses solutions 
se déduiront de (4,, ..., u,) par les auto-transformations canoniques 
de # communes aux divers pseudo-groupes y,. Celles-ci formant un 
certain pseudo-sous-groupe K de J, ce sous-système S sera l’un des 
sous-systemes principaux de P ayant ce pseudo-groupe K pour pseudo- 
groupe d’invariance. Sa classe € sera donc rationnelle. Ce sera, par 
suite, l’ane des classes C;, et K sera l’un des pseudo-groupes y;. 


Donc, parmu les classes de sous-systèmes principaux de P rationnelles, 
il y en a une dont le pseudo-groupe d’invariance est contenu dans les 
pseudo-groupes d'invariance de toutes ces classes. Ce pseudo-groupe 
d’invariance K sera dit le PSEUDO-GROUPE SPÉCIFIQUE de # ; et les sous- 
systèmes principaux dont il est le pseudo-groupe d'invariance seront dits 
SOUS-SYSTEMES SPÉCIFIQUES de &. 


Le pseudo-groupe K ainsi défini caractérise, en effet, entièrement 
le mode de réductibilité de P. Car il résulte de ce qui précède que tout 
sous-système de P rationnel demeure invariant par ses transfor- 
mations; et, réciproquement, tout sous-système de P qui admet les 
transformations de K est rationnel, parce que ses solutions se répar- 
. tissent entre des sous-systèmes spécifiques, et que, ceux-ci étant 


(1) Cola résulte aussi de ce que les transformations du groupe d'automorphie, qui font 
passer de ce sous-système à tous ceux de sa classe, sont rationnelles. 
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rationnels, il en est de mème du sous-système considéré, d’après la 
remarque finale du numéro précédent. ; 

De sorte que, pour qu'un sous-système de P soit rationnel, il faut 
et il suffit qu'il admette les transformations du pseudo-groupe  spé- 
cifique de F. 


Remarque I. -— Il résulte de ce qui précède que le pseudo-groupe 
spécifique de est l’ensemble des auto-trans formations canoniques de 3 
qui laissent invariants, à la fois, tous les sous-systèmes rationnels du 
système P associé à F. 


Remarque II]. — Dans les cas extrêmes que nous avons exclus, 
celui où & est général, et celui où toutes les racines de & sont ration- 
nelles, il y a encore, aux termes des énoncés ci-dessus, un pseudo- 
groupe spécifique. C’est, dans le premier cas, le pseudo-groupe d’in- 
variance J de &; et, dans le second cas, le pseudo-sous-groupe de J 
qui est formé de la seule transformation identique. 


12. Des solutions conjuguées. 


On peut donner des résultats qui précèdent une forme plus 
concrète en mettant en évidence les liens qui unissent les solutions 
des sous-systèmes rationnels de P. Remarquons d’abord qu'il résulte 
de la théorie des sous-systèmes adjoints et des sous-systèmes princi- 
paux que les solutions de P se répartissent entre ses divers sous-systèmes 
spécifiques. 

Soit, d'autre part, Ë un sous-système de P admettant le pseudo- 
groupe spécilique K. S'il admet une solution (u,, ..., u,) de P, il 
admet toutes celles qui s’en déduisent par les diverses transformations 
de K, c’est-à-dire toutes les solutions du sous-système spécifique dont 
cette solution (w,,..., u,) de P est une solution. Donc les solutions 
de X sont alors celles de un ou plusieurs sous-syst¢mes spécifiques. 

On conclut done du théorème fondamental qui termine le numéro 
précédent que pour qu'un sous-système de P soit rationnel, il faut et il 
suffit, ou bien que ce soit un sous-système spécifique, ou bien que ses 
solutions se répartissent entre plusieurs sous-systèmes spécifiques. 
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Les choses deviennent plus nettes si l’on introduit la terminologie 
suivante. On dira qu'une solution (wv, ...,u,,) de P est conjuguée à 
une autre (u,, ...,u,), si elle en résulte par une des transformations 
du pseudo-groupe spécifique K de &. La solution (u,, ...,u,) résul- 
tant alors de (w,, ...,u,) par la pseudo-inverse de cette transforma- 
tion, (u,, ..., u,) est aussi conjuguée à (u,, ...,u!,) et l’on peut dire 
QUELQU, sr U,,) et (uw, ...,u,) sont deux solutions de P conjuguées. 

Cela posé, l’ensemble des solutions de P qui sont conjuguées à une 
même solution (u,, ..., u,) est aussi formé de toutes les solutions 
conjuguées à une solution quelconque de P appartenant à cet ensemble. 
On dira qu'il constitue une famille complète de solutions de P conju- 
guées (deux à deux). 

On voit que les solutions de tout sous-système spécifique de P forment 
une famille complète de solutions conjuguées de P, et réciproquement. 

On peut donc énoncer les théorèmes suivants : 


1° Les solutions de P se répartissent en famulles complètes de solutions 
conjuguées ; 

2° Toute famille complète de solutions conjuguées est l’ensemble des 
solutions d’un sous-système rationnel de P (sous-système spécifique ); 

3° Les sous-systèmes rationnels de P sont ceux dont les solutions sont, 
dans leur ensemble, les solutions de P qui constituent une ou plusieurs 
samilles complètes de solutions conjuguées. 


En somme, une solution quelconque de P est inséparable de ses conju- 


guces, en ce qui concerne sa détermination (plus ou moins complète) 
par des systèmes d'équations rationnelles. 


Remarque. — D'après ce qui précède, un sous-système rationnel 
de P qui admet une solution d’un sous-système spécifique les admet 
toutes, puisqu'il admet toutes les solutions conjuguées à cette solution. 
Les sous-systèmes spécifiques sont donc trréductibles. 


13. Le problème de Galois. 


. 


Nous avons, dans ce qui précède, caractérisé l’ensemble des sous- 
systèmes de P qui sont rationnels dans un domaine de rationalité A 


Zw 
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donné : ce sont ceux qui admettent les transformations x= (a) du 
pseudo-groupe spécifique K de & relatif à A. 

Considérons maintenant, avec Galois, les fonctions de æ,, ..., Xp, 
rationnelles dans A, et une solution quelconque de P, 


(57) = (pue ni 

< soe ye 
et cherchons à quelle condition la valeur R(£,, ...,£,) que prend, 
pour cette solution, une de ces fonctions R(æ,, ..., x,) sera ration- 


nelle dans A. 

S'il en est ainsi, l'équation 
(58) RCE re Das CU) 
constituera avec P un sous-système rationnel de P, puisqu'elle admet 
la solution (57) : ce sous-système £ sera done invariant par toute 
transformation a =9(a) du pseudo-groupe spécifique K et, par suite, 
equation 
(29) Flora), CSO) EN — R(&:, sey Sn) 
où æ'—0,(x) est la pseudo-inverse de æ'—0(x), admettra, en parti- 
culier, la solution (57) de (58). On aura donc 


(60) R[G(E1), «+ +> Fo(En)] = R(X, ++, En) 
C'est dire que R(æx,,...,æ,) prend la même valeur quand on y 
remplace (æ,, ...,æ,) par la solution (£,, ..., &,) considérée ou par 


l’une quelconque de ses conjuguées. 

Si, réciproquement, cette condition est remplie, l'équation (58) 
sera une conséquence du sous-système spécifique dont les solutions 
sont la solution (57) de P et ses conjuguées. 

Prenons ce sous-système S sous la forme type introduite au n° 5, 
en associant aux inconnues di, ..., a, Vinconnue auxiliaire de 
Galois V =m, 2,-+ Mb migres etssoit 


(61)? V San a a ti ap di o(V) (=: Ti. v(Visse 
cette forme type. L’équation 
(62) Rlo:(V), tee On( V)| = RE, ni En) 


devra être une conséquence de L(V)— 0. 
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Or, on peut supposer que R est entier en æ,, ..., x, et que les 9;(V) 
. sont entiers en V; de sorte que le premier membre de (62) sera un 
polynome A(V) et que A(V)—R(E,, ..., £,) devra être divisible 
par Y(V). Mais la division de A(V), qui est rationnel, par L(V), qui 
lest aussi, donne une identité 


(63) A(V)=W(V)B(V)+C(V), 
où B(V) et C(V) sont rationnels; et l’on en déduit 
COR AEN YER) y= CV BV ys (CCV) = Riis testa); 


qui est l'identité donnée par la division du premier membre par (V). 
Le reste de cette division devant être nul, on a, dès lors, l'identité en V 


(65) RS: 52) = C(V), 


d’où il résulte que R(£,, ..., £,) est rationnel. 
On a donc la solution du problème de Galois sous la forme : 


Pour qu'une fonction rationnelle de x,, ..., x, prenne une valeur 
rationnelle quand on y remplace (x,, ...,æ,) par une solution du sys- 
tème P, associé à l'équation algébrique & considérée, il faut et il suffit 
qu'elle prenne la même valeur quand on y remplace (x,, ...,æ,) sort 
par cette solution, soit par l’une quelconque de ses conjuguées. 


11. Le groupe de Galois. 


Pour ramener l'énoncé ci-dessus à la forme classique du théorème 
fondamental de Galois, il n’y a qu’à tenir compte de la définition des 
solutions (n° 12). 

Soit, comme précédemment, 


(66) RQ Lee mh), 


une solution quelconque de P, que nous représenterons par RS ere 
Ses conjuguées s’en déduisent en lui appliquant les diverses transfor- 


rey 


mations a’ = 4(a) du pseudo-groupe spécique K de #. Ce sont done 
les diverses solutions 


(67) [G(E1), Serens 0(En) |. 
Ann. Écs Norm., (3), LVL. — Fase. 1. 5 
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Or, la solution (£,, ..., &,) est formée des racines de #, rangées dans 
un certain ordre; et chaque transformation a’ = (x) de K, étant l’une 
des auto-transformations canoniques de % (n°3), effectue sur les 
racines de #, considérées comme des objets distincts, une certaine 
permutation concrète &. Les conjuguées d’une solution quelconque 
de P s’en déduisent donc en y effectuant, sur les racines de #, les 
diverses permutations & ainsi znduztes par les diverses transformations 
du pseudo-groupe spécifique K de #. 

Ces permutations forment un groupe l', holoédriquement isomorphe 
au pseudo-groupe spécifique K. Nous l’appellerons le groupe de Galois 
de &, relatif au domaine de rationalité A considéré. Et, d’après ce qui 
vient d’être dit, les conjuguées d’une solution de P sont les diverses 
solutions de P qui s’en déduisent en y effectuant, sur les racines de #, 
les diverses permutations du groupe de Galois de 4. Nous aurons 
ainsi, pour le théorème du numéro précédent, l'énoncé classique : 


Pour qu'une fonction rationnelle de x,, ..., x, prenne une valeur 
rationnelle quand on y remplace (x,, ...,æ,) par une solution de P, il 
faut et il suffit qu’elle prenne la méme valeur quand on y remplace 
(Zi, ..., æ,) soit par cette solution, soit par l’une quelconque de celles 
qui s'en déduisent par les permutations du groupe de Galois, T, de 
l'équation. 


Ou encore, en langage abrégé : : 


Pour qu'une fonction rationnelle des racines de l’équation & ait une 
valeur numérique rationnelle, il faut et il suffit qu'elle demeure inva- 
riante, numériquement, par les diverses transformations du groupe de 
(ralois de l'équation. 


Remarque I. — La notion du groupe de Galois se présente ainsi 
d’une manière concrete qui parait conforme aux idées mêmes de 
Galois. Mais on peut lui donner aussi une forme abstraite. 

La solution (£,,...,£,) de P, considérée, est formée des racines 
de &, prises dans un certain ordre. On peut s’en servir pour écrire 
la transformation générale a’— 0( a) du pseudo-groupe spécifique K 
sous la forme (comparez n° 3) 


(68) ae! sae Oe) (PST; 0 LS), 


=u. 
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où la permutation (¢,, ..., ¢,,) des indices CRE nh) devia rare 
partie d’un certain ensemble P de telles permutations. Cette transfor- 
mation change chaque racine £; en 29m la permutation & qu'elle 
effectue sur les racines de & se traduit done ainsi ek la substitution 
(2, pi) (U=1, 2, ..., n), appliquée aux indices des £. Le groupe de 
Galois I est, par suite, représenté par le groupe G formé par ces 
diverses Ab GAS: 

Mais il faut noter que cette représentation de I change si l’on 
numérote les racines autrement : G est alors remplacé par un de ses 
transformés par les diverses substitutions des indices (1, 2, ...,n); 
de sorte qu’au groupe de Galois unique I correspond une famille de 
groupes de substitutions, homologues entre eux. 


Remarque II. — On peut encore présenter les choses autrement, 
d’un point de vue analytique, en opérant sur les variables +;, au lieu 
.d’opérer sur les racines de &. 

Si l’on applique, en effet, à ces variables, dans les équations (66) 
de la solution (£,, ..., £,) de P, la transformation (68), on obtient 
les équations 


(69) LE Ep (TT 2.670) 


de sa transformée (£,, ..., £,,); et cela équivaut à effectuer dans (66), 


(toujours sur les æ;), la transformation 


! 


(70) = (Late cout): 


ce qui équivaut, d'autre part, à effectuer, sur les indices des æ, la 
UD HCUON (Er CL) (TI, 2, .... 7). 

Les substitutions (2;, 7) étant les inverses des substitutions (2, ¢;), 
qui constituent le groupe G, image du groupe de Galois, forment le 
même groupe G, et l’ensemble des transformations (70) qui leur cor- 
respondent est un groupe H, holoédriquement isomorphe a ce 
groupe G, et, par conséquent, au groupe de Galois, comme au pseudo- 
groupe spécifique. 

On se retrouve en présence des propriétés précédemment constatées, 
au n°9, pour les sous-systèmes principaux. Et l'on voit que Il n’est 
pas autre chose que le groupe d’automorphie du sous-système spéci- 
fique S qui a pour solutions (£,, ..., £,) et ses conjuguées. 
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Les conjuguées de (£,, ..., &,), étant les solutions de ce systéme S, 
se déduisent évidemment les unes des autres par les transformations du 
groupe d’automorphie H de ce système. Mais il résulte de ce qu'on a 
vu pour les sous-systémes principaux, que si l’on passe d’une famille 
complète de solutions conjuguées à une autre, c’est-à-dire d’un sous- 
système spécifique S à un autre S’, on a, en général, affaire à un autre 
groupe d’automorphie H’. Car le groupe d’automorphie du système S’ 
est le transformé de H par l’une quelconque des transformations du 
groupe d’automorphie ct de P qui fait passer d'une solution S à une 
solution S’. 

Ici encore, on rencontre donc, comme équivalents du groupe de 
Galois, une classe de sous-groupes homologues. 


PETITS MOUVEMENTS A COURTE PERIODE 


ET 
PETITS MOUVEMENTS AMORTIS 


D'UNE 


MASSE TOURNANTE 


COMPOSEE 


D'UN LIQUIDE HOMOGENE ET D'UN NOYAU SOLIDE IMMERGÉ 


Par M. Georces GIRAUD. 


INTRODUCTION. 


Nous considérons un corps tournant dont les particules s’attirent 
mutuellement suivant la loi de Newton; il est composé d’un liquide 
homogène et d’un noyau solide complètement immergé dans le 
liquide. On connaît par hypothèse une disposition d'équilibre relatif; 
le problème est d'étudier, au voisinage de cette disposition, les petits 
mouvements relatifs périodiques et les petits mouvements amortis, 
c’est-à-dire les mouvements où l’élongation de la projection de chaque 
particule sur tout axe donné, à partir d’une certaine position moyenne, 
est la partie réelle de be’, où la grandeur complexe b est indépen- 
dante du temps ¢, et la constante complexe À ne dépend ni du temps, 
ni de la particule, ni de l’axe de projection; le mouvement est 
périodique pour À réel, et amorti quand le coefficient de z dans À est 
positif. Les raisonnements s'appliquent aussi, mais seulement pendant 
un temps limité, quand ce coefficient de ¢ est négatif. 
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Les hypothéses ordinairement admises dans les études qui 
concernent de petits mouvements, sont faites ici, mais, en ce qui 
concerne la formation des équations du probléme (Chap. I), nous ne 
faisons que des hypothéses trés larges sur la nature de la surface du 
noyau et sur la densité de celui-ci; nous ne supposons rien sur la 
profondeur de la couche liquide, ni sur la direction des vitesses 
relatives dont sont animées les particules liquides. Les raisonnements 
concernent le cas où le corps est soumis à un petit champ dont la 
fonction des forces, relativement au triedre tournant par rapport 
auquel le corps est voisin d’une disposition d'équilibre, est la partie 
réelle de Ye’, où Ÿ est indépendant de ¢. Dans ces conditions, le 
problème est ramené à la résolution d’un système d’équations 
linéaires à sept inconnues, dont six sont des constantes et la septième 
est une fonction à définir dans la région qu’occupe le liquide dans la 
disposition d’équilibre. Pour cette partie du travail, l’exposé que 
M. Elie Cartan a donné de la méthode de Poincaré relative à une 
masse liquide homogène en rotation, a été fort utile ('). Une des 
équations du système est celle qui est connue sous le nom de Poincaré. 

Cette équation de Poincaré est du type réel hyperbolique quand À 
est réel et compris entre —2 et 2, où w est la vitesse angulaire, 
c’est-à-dire pour les mouvements qui admettent une plus courte période 
supérieure à la moitié de la période de rotation; l’équation est du type 
elliptique, mais à deux variables seulement, quand la demi-période de 
rotation est la plus courte période du mouvement. Dans les autres cas, 
l'équation de Poincaré est ou imaginaire ou du type réel elliptique à 
trois variables; ces derniers cas sont les seuls où soit ici indiquée une 
méthode, au moins théorique, pour résoudre le système des équations 
auxquelles le problème a été ramené (Chap. II). Cette méthode recourt 
à un autre système d'équations linéaires, dont deux sont un système 
d'équations de Fredholm par rapport à deux des inconnues; les raison- 
nements sont guidés par une méthode antérieurement appliquée à 
des problèmes relatifs aux équations du type elliptique, mais l’inter- 
vention d'équations imaginaires nécessite une étude nouvelle. Le 


() Exige Canran, Bull. Sciences math., XLVI, 1922, p. 317 à 352 et 356 à 369, spécia- 
lement Section I. 


NOTE 
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problème peut aussi être traité au moyen d’équations où figure une 
intégrale double prise en valeur principale, mais celles-ci ne sont pas 
comprises dans les types pour lesquels une méthode de résolution a 
été complètement exposée; elles sont comprises dans un type plus 
général, dont les propriétés correspondantes ont été annoncées ('), 
mais les démonstrations ne sont pas encore publiées. Il serait possible 
de suppléer à ces démonstrations pour notre objet, mais, pour ne pas 
trop allonger ce travail, cette autre méthode a été laissée de côté. 


CHAPITRE I. 


ÉQUATIONS DU PROBLÈME. 


1. Description du corps tournant; notations. — Nous choisissons les 
unités de longueur, de masse et de temps de facon que l'attraction 
newtonienne entre deux points P et Q, dont les masses sont met m', 
soit le quotient de mun’ par 4 r PQ?(?). 

Le centre de gravité d’un certain corps est pris pour sommet O d’un 
triedre trirectangle Oxy:, animé d’un mouvement rotatoire autour 
de Oz, dont la direction est invariable. L'orientation de l’espace est, 
par définition, celle de ce trièdre, et celle-ci est choisie de façon que 
la vitesse angulaire w de la rotation soit positive. 

Le corps est constitué par un solide ou noyau et par un fluide 
parfait, incompressible et homogène. Le noyau est entièrement 
immergé dans ce liquide. Les particules du corps s’attirent suivant la 
loi de Newton. Nous connaissons par hypothèse une disposition dans 
laquelle ce corps est en équilibre relativement au trièdre tournant 
Oxyz; nous ne considérons que les dispositions dans lesquelles la 
distance entre chaque particule et sa position d'équilibre admet une 
limite supérieure assez petite. 

Outre les forces dues à sa propre attraction newtonienne, le corps 


(1) Comptes rendus. 202, 1936, p. 2124-2126: 203, 1936, p. 292-294; 204, 19357, 
p. 628-630. 
(2?) Bull. Sciences math., LXIV, 1940, p. 268-298, spécialement paragraphe 1. 
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est soumis à ‘un petit champ troublant qui admet la fonction de 
forces ; 


O(a, y 531) =[Vi(x, y, 5) cos(Aié) — V(x, 7, 5) sin (A, ¢)] exp (— ht); 


x, et A, sont des constantes et ¢ est le temps. On regarde V,, 4, et 
leurs dérivées de tout ordre comme des grandeurs du premier ordre 
infinitesimal. En posant t 


ee Veet Wy, A=)it ths, 


et en désignant par Ra la partie réelle de toute grandeur com- 
plexe a, nous avons 


W"* (2, Hart [Vrs s) el), 


Si À est purement imaginaire, nous prenons ¥V réel, ce qui ne 
diminue pas la généralité. 

Nous considérons les petits mouvements du corps dans lesquels 
chaque coordonnée cartésienne de chaque particule s'exprime en 
fonction du temps par a+ R(be'), plus une grandeur dont l’ordre 
infinitésimal est supérieur à un, les grandeurs a et b étant indépen- 
dantes du temps et les grandeurs b étant du premier ordre infinité- 
simal. Nous nous contentons de déterminer toutes les grandeurs a 
et b, et nous admettons que ce résultat peut être atteint en négligeant, 
à certaines étapes du calcul, des grandeurs dont l’ordre infinitésimal 
est supérieur à celui des grandeurs conservées ('). Pour À réel, le 
mouvement est périodique; pour À, > 0, le mouvement est amorti; si 
À, est négatif, les hypothèses ne sont satisfaites que pendant une 
durée limitée. 

La densité constante du liquide est p,. La densité du noyau au 
point qui, dans la disposition d'équilibre, se trouve en (a, y, 3), 
est 2,(æ, y, 3). Nous désignons par O'x'y'3' un triédre invariablement 
Hé au noyau et qui, dans la disposition d'équilibre, coincide avec Oxyz. 


(1) Au lieu de « grandeurs dont l'ordre infinitésimal est supérieur à wr », il vaudrait 
mieux écrire : « grandeurs infiniment petites par rapport au premier ordre infinitésimal », 
eur ces grandeurs peuvent ne pas avoir d'ordre proprement dit. Mème observation pour 
d’autres expressions analogues. 
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Nous désignons par p,, p, et p, les coordonnées de O' par rapport 
à Oxys, et nous posons 


m—cos0"7, 07), Pi: =< 60s(0"s", Os), P= cos(O' 2, O7) 


Dans les conditions où nous nous placons, les six grandeurs p, sont 
du premier ordre infinitésimal, et, en négligeant le second ordre 
infinitésimal, le tableau des cosinus directeurs peut s’écrire 


I be S 
ie I Ps — Pp, 
(loc. cit., § 6). 
| —pe I Di 
ee Ps D I 


En négligeant toute grandeur dont l’ordre infinitésimal surpasse un, 
nous avons, dans le mouvement cherché, 


pa Algae) al (nul: 56), 


où les g, sont des constantes complexes inconnues, qui doivent être 
du premier ordre infinitésimal. Au mème ordre d’approximation, les 
coordonnées d’une particule liquide au temps ¢ sont 


X=r+ R(Ee), Yea Ou ee\p Z=s+R(Ce), 


et il faut déterminer pour chaque particule liquide les inconnues &, 
n et C, indépendantes du temps et qui doivent être du premier ordre 
infinitésimal (*). 

Si À est purement imaginaire, nous prenons réels £, n, € et tous 
les g,; cela ne diminue pas la généralité. 


(!) Nous supposons que les coordonnées moyennes x, y, z de chaque particule sont 
indépendantes d’un paramètre infiniment petit auquel est proportionnel. On pourrait 
aussi poser i : 

Pa— Pie KR Ine) CHM eee, OS 
les p', étant indépendants de ce paramètre; les caleuls qui vont suivre ne seraient guère 
changés, el l’on trouverait encore que la disposition moyenne est une disposition 
d'équilibre (voir, ci-après, § 5). Il peut y avoir lieu de considérer le cas où les positions 
moyennes varient avee lamplitude, comme l’a fait J. Chazy dans un problème plus 
simple (Comptes rendus, 211, 1940, p, 621-624). 
Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 1. ; 6 
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2. Incompressibilité du liquide. — Soit p(X, Y, Z; ¢) la pression a 
l'instant ¢ en (X, Y, Z), à l'intérieur du liquide; soient a, y et 5 les 
coordonnées moyennes de la particule liquide correspondante. Posons 


(2) FX, Y, lhe t)= 05! p — Woe 2—! @?(X? + Y?) vx. Ve Z; t), 


où V désigne le potentiel newtonien. D’après les raisonnements de 
E. Cartan ('), nous avons, en négligeant tout potentiel dont l’ordre 
infinitésimal surpasse un, 


(2) SUK NG Det) SOLU ee) eM) a 


où Ÿ est une certaine fonction complexe, qui est du premier ordre 

infinitésimal, et A est une constante. Les équations 
cenit eee ay. er ay, 

3 SS VE 2 TO À =) = DONE. — — )? 

F2) Ox aks | oy É * Oz ° 
déterminent €, 4 et ? quand ‘) est connu, pourvu que A(A? — 4w*) ne 
soit pas nul. D'après la nature de la question, À ne peut s’annuler, et 
nous n’étudions pas le cas où l’on aurait A = + 20. 

Comme le liquide est incompressible, on doit avoir 


Oz On OCT 
dz dy | ds.” 

ce qui, puisque À(}?— 4w*) n'est pas nul, se traduit par l’équation de 
Poincaré 


}2t }2 J A@? Dit 
(4) Py wet (4) 


+ + : 
ax dy? ke 


Se == 40) 

02? 

La fonction inconnue Ÿ satisfait done à l’équation (4) dans toute la 

région  occupée par les positions moyennes des particules liquides. 
Observons que si À est purement imaginaire, la partie réelle de 4 

intervient seule dans la relation (2), d’où résulte p; la fonction v sert 

aussi à déterminer, par les équations (3), les grandeurs Ë, 1 et {, 

déjà prises réelles ($ 1). Nous ne diminuons donc pas la généralité 

en convenant que, quand À est purement imaginatre, ¥ est réel. 


(1) E. Cartan, Mémoire cité dans l’Introduction, J, n° 4 et 2. 
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3. Condition sur la surface libre du liquide. — Nous allons écrire 
maintenant que la pression est toujours nulle en tout point de la 
surface libre du liquide (E. CARTAN, loc.,cit/; 1, n° 3 

Decomposons le corps en trois masses nee bonis : une masse I, 
qui occupe à chaque instant l'emplacement du noyau, et sa densité en 
chaque point est 0,— 2; une masse II de densité 9,, qui occupe 
toute la région des positions moyennes des particules solides et 
liquides; enfin une masse III ou bourrelet liquide, qui,: ajoutée aux 
deux précédentes, donne à chaque instant la distribution effective 
des masses. La densité de ce bourrelet liquide est donc o, dans 
certaines régions et — 9, dans d’autres. Nous nommons V, et V, les 
potentiels respectifs des masses IT et IT; V,(æ, y, 3) sera le potentiel 
de la masse I dans sa position d'équilibre. 

Calculons le potentiel venant de la masse I à l'instant ¢ pour la 
particule fluide dont la position moyenne est (x, y, z); nous négli- 
geons tout potentiel dont l’ordre infinitésimal surpasse un. Appliquons 
à Tet à la particule fluide le déplacement qui amène I dans sa position 
d'équilibre; cela ne change pas le potentiel cherché; or les coordon- 
nées de la molécule après ce déplacement sont, en négligeant toute 
longueur dont l’ordre infinitésimal surpasse un, 


L— pit pe) —p53 + R(EEN), y —pr— pr +p,3 + R(ne™), 
CD ein Ds ee D) a Re), 


Le potentiel cherché est donc, à notre ordre d’approximation, 


Settee. OV; 
Vi (2, y, 3) + (REE) — pit Pry — ps] 


ov, , OV; 
+ [R (ne) — pa— Pwr e+ pal +R (Ce™) — p,+p;x— PES 


Au même ordre d’approximation et pour la même particule, le 


potentiel produit par la masse II, dont la position relative à Oxys est 
fixe, est 


OV; ÿ OV. 


OV 
V,(æ, 3; 2)+R(Le) — =e ene Oa ee 5 


La masse III totale, prise en valeur absolue, est du premier ordre 
infinitésimal. En reproduisant des raisonnements faits ailleurs à 


4 
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propos d’un cas particulier ('), nous trouvons que, à notre ordre 
d’approximation, V, peut être exprimé même à l'intérieur du bour- 
relet par la formule 


(2) * in 
Ri[ (ai + Bn + yf) ei] 
NA Cr, y, = eof dz, 
5 (2) in po 


où x, Bet y sont les cosinus directeurs de la normale au point Q de la 
surface libre du liquide dans sa position moyenne S(2), et cette 
normale est dirigée dans le sens sortant; E, n et ¢ sont pris en Q; 
P est le point (x, y, z) et PQ est la distance entre P et Q; do est 
l'élément euclidien de S(2). A notre ordre d’approximation, les 
coordonnées de la particule peuvent étre remplacées dans cette 
expression par les coordonnées de la position moyenne. En posant, 
pour toute fonction U(æx, y, 3), 


OU oU 4 w?\ OÙ 216) OU OU 
() Ua Ea rt 7) 7 (8% a | 


nous trouvons 
(6) (A fa? (ae bn Pi Ov, 


ce qui permet d’écrire, A? — 4w? n’étant pas nul, 


(2) 
3% OY 
Villain = REP ela es 
Me, HE ) (> ioe ls AnPQ doy) 


Au deuxième ordre infinitésimal près, nous avons enfin 


— 
NI 
sa, 


a—'e)?(X?4- Y?) = 27! w?(.v*-+ y?) + w?R[ (2+ yn) et]. 
Dans |’expression 

(8) P= pal Ve oot Nae VR ROX, ZT) OR 20) 

il suffit de remplacer Ÿ° par son expression du paragraphe | et chaque 
autre terme par la valeur trouvée ci-dessus, pour avoir p, sauf un 
écart dont l’ordre infinitésimal surpasse un. La limite de p quand et 
les amplitudes des mouvements tendent vers zéro, est nulle sur S(2); 
d’où 


(9) Vars) Vi (a 6) ot (ee eho: 


(') Travail cité au début du chapitre, paragraphe 9. 
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cette relation est donc satisfaite dans l’état d’équilibre; il résulte donc 

. des hypothèses que la seule inconnue k qui y figure a une valeur 

constante, et cela signifie que S(2) remplit les conditions d'équilibre. 

La partie du premier ordre infinitésimal, dans (8), est nulle, elle 

aussi. Soit g la pesanteur apparente sur S(2); g est une fonction 

positive d’un point de S(2) (nous excluons le cas où g s'annulerait en 
au moins un point) et nous avons les identités 


rfAVi+Ve) og | _ tf (Vit Ve) , | _ x d(Vi+ Vi) 
God =| Ow 5 #|= {| pe tory | = Ty ESSA ED 


A 
> 


Alors la nullité de la partie du premier ordre infinitésimal, dans (8), 
équivaut a 


= ; > (2) 
ger) + CRT AUS Pa =f AIR 


Bho 10 J. GEPQ 
ov av 
+ PP) (gi Gey +955) GS — (Ge Ge — gs) 
ov; 
(CA Gita (a ave =— V(P), 


condition où ne figure plus le temps t; P représente dans (11) un 
point courant de S(2). 

Notons que si À est purement imaginaire, l’équation (11) reste 
valable, moyennant les conventions des paragraphes précédents. 


4. Condition sur la surface du noyau. — La vitesse, relative au 
noyau, de toute particule fluide qui touche le noyau. est nulle ou 
tangente au noyau. En négligeant toute grandeur dont l’ordre infini- 
tésimal surpasse un, les composantes de la vitesse de la particule 
fluide par rapport à Oxys sont 


R(iket), R(idne™ R(ritei!), 
LORS , ) > 


et les composantes de la vitesse de la particule solide coincidente 


sont | 
R[IA(Q1— gi} +gss)eN], R[i(gi+ que — 4,2) eC]. 
REEA(gs— q;æ + qi) ) ent], 


æ, y et z pouvant, à notre ordre d’approximation, être confondus 
avec les coordonnées moyennes de la particule solide. Soient «, 6 et y 
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les cosinus directeurs de la normale en un point courant P de la 
surface d’équilibre S(1) du noyau; cette normale est dirigée dans le 
sens sortant du liquide. Nous avons alors 


a(E— Git Gey — 753) + B(n— Ga— Fe @ + 9:23) FY (S— Is 15% — TY) = 0 
c’est-à-dire, en définissant encore © par (5), 


v(P 
(12) PACE 


Ts nu amit iene NE Cay + (yx — 42) 95+ (ay — Bx) gu=0. 
Répétons que, dans cette équation, P ou (a, y, ) est un point courant 
de la surface d’équilibre S(1 ) du noyau. 

Si À est purement imaginaire, l'équation UE) est valable dans les 


mêmes hypothèses que (11). 


5. Équations du mouvement du noyau. — En introduisant les forces 
d'inertie dues au mouvement relatif du noyau par rapport à Oxys, le 
système des forces de pression, des forces d’attraction newtonienne, 
des forces dues au champ troublant, des forces centrifuges, des forces 
de Coriolis et des forces d’inertie remplit les six conditions universelles 
d’équilibre. Nous allons écrire ces conditions en négligeant, dans les 
composantes de la résultante et dans celles du moment résultant, 
toute grandeur dont l’ordre infinitésimal surpasse un. 

Occupons-nous d’abord de la pression p, qui est exprimée par (8). 

Considérons les termes 
(13) 02(V*+ f) = 9, R[(2 + Y) ce] + ooh. 


Les parties de la résultante générale et du moment résultant qui 
viennent de la constante :,h sont nulles. Comme ® et ses dérivées 
sont du premier ordre infinitésimal, nous confondons 6, R( Ve”) avec 
la valeur de la méme fonction au point moyen (a, y, 3), qui corres- 
pond à (X, Y, Z). La valeur de ¢,R(Ye) est, par définition, celle 
qui correspond a (a, y, =). 

Passons à la partie p, V, de la pression. Comme elle est du premier 
ordre infinitésimal, nous la confondons avec ce qu’elle serait dans la 


position d’équilibre du noyau. Les composantes de la résultante sont 
donc 


(2) (3) Bla 
nf Viade=—p, f M de, — pf ee etal re 
sa) x dx Pr Pa bande 
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où N est l'intérieur du noyau dans sa position d’ équilibre, et dz est 
1 

l'élément de volume. Les composantes du moment résultant de cette 
pression sont de même 


(2) (3) 
| OV, OV 
of (yy —Bs)V,do= if (: 7) Ls 
aah : EN dy Ed) 
+ (3) 
OV, _ OV; SOW « OV; 
21 (« “are "| ar, 21 CEE Te). 


Mais en introduisant le potentiel V, de la masse liquide déplacée par 
le noyau dans sa position d'équilibre, les composantes de la résultante 
et du moment résultant de la pression 0, V, peuvent évidemment être 


écrites 
(3) yyr (3) (3) 
av, av, ov, 
tome of ayo 21 ve 


(3) ; - 3 = : 
OV av OV OV 
14 : /—— —s——)dt, do © —xr—+)dt 
(14) of J a a) ae ( a x at) de 
yO: yen . s 
of (a Oy Yon ) 


ou toutes les intégrales sont étendues au bourrelet. 

Considérons maintenant la pression o,V,. En continuant de 
nommer X, Y et Z les coordonnées d’une particule à l'instant ¢, et x, 
y et z ses coordonnées moyennes, nous trouvons pour les particules 


du noyau, à notre ordre d’approximation, 


OV, AA mes Je TA 
Bee rz: dx Pf Poy Ps4 4 dx? 
OV, OV, 
+ (Pr + DZ — Pi) Dar + (pa D; + Rad) Fay? 
OV, _ OV, at 4 0 eae hes dV, 
Minnie Bod ae Ox 
ON; 
+ (Pa + PT — Ps) Toe (Pe Pet + Pr 
OV: OV, ( Lae A OV, 
LS TOs Fa Ped Ps) 5x 
eV, ON; 


(pa ha pe dy SED a) =: 5 
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v SON, 
on en déduit les composantes — ef oR — dt, ... de la résultante, 


et les composantes 
Mg EERO ACA 
af Gas ~V57) as 


du moment résultant. ¥ 
En remplaçant V,(a, y,z) par 2-'w?(a?+-y’), nous avons la 
résultante et le moment résultant de la pression 2~‘9,w?(X? + Y?). 
Enfin les composantes de la résultante des pressions p, V,, suivant 
les axes liés au noyau, sont 


(3) (3) ; 
OV; ON: OV; 
(15) — p [ ——dt, —p 1 —— dt, — ps f — dz, 
: no 4 oy 2 en 


et les composantes du moment résultant suivant les mémes axes sont 


(3) (3) 
OV; OV: OV; OV; 
e [ (Si) t) de p Mi (Te), 
N Oy oe : N Os Ox 3 : 
AVE >, ONS 5) 
dr: 
PA J > Ox — 7 Oy 


Nous en avons fini avec les forces de pression. Nous passons aux 
forces appliquées à tous les points du noyau. 

Suivant les axes liés au noyau, les composantes de la résultante et 
du moment résultant de l’attraction due à la masse I sont 


(3) (3) (3) 
ov, ov; ov; 
(17) Pa —— dr, { Pi —— dt, [ ——.dt, 
N dx N yoy N (os 


6) OV; OV, ) 8) OV OV 
t— —3—— |d Bi 
f Ps € ox Oy , ss ds 4 ( Ox” Os ) ae 


(16) 


(18) 


Mais nous avons les identités 


(3) 
OV; OV OV 
(Pa— pra) dr — 0, te = (y 5) icles 
[ Pan 07 dx (ps Pa) dy a o 


et les identités analogues. Par suite, les composantes (17) sont 
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opposées aux composantes (15), et les composantes (18) sont 
_ opposées aux composantes (16). 
Les composantes 


(3) r (3) 
OV; - OV; OV: 
i Py OX dt, wees i 7 7-15) dz, 


eo 


de la résultante et du moment résultant de I’attraction due à la 
masse II s’exprimeront comme il a été vu à propos des pressions. De 
même pour les composantes de la résultante et du moment résultant 
de la force centrifuge, qui s’obtiennent en remplaçant V,(x, y, 3) 
par 2-'w?(æ?+ y?). 

Les autres forces qui agissent sur le noyau sont du premier ordre 
infinitésimal, ainsi que les dérivées de leurs composantes. Cela nous 
permet de diriger nos calculs comme si le point d'application de 
chaque force était dans sa position d'équilibre. 

Les composantes de la résultante de l'attraction due au bourrelet 
peuvent s écrire 


(3) (3) r a(3) r 
Ox Dias 


et celles du moment résultant sont 


(3) T T T 
(Mar Vi) d(V, + V,) 
of je CE dt 


et des grandeurs analogues, toutes les intégrales étant étendues au 
bourrelet. Dans les sommes de ces grandeurs et des grandeurs corres- 
pondantes (14), V, ne figure plus; ces sommes sont 


(3) OV; Le È OV, , OV; 
ef 5x cary 71 CT 9S: dr, 


les intégrales étant étendues au bourrelet. A notre ordre d’approxi- 
mation, nous confondons ces composantes totales, dues à l'attraction 
du bourrelet et à la pression qui en provient, avec 


(3) r 

Os “ OV 
—R| ——__ et oy de | 
aha cai dr ù 


Ann. Ee. Norm., (3), LVUL — Fase. 1. F7 
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pour la résultante, et 


(2) z 
Pia {i ONE =) de 
al aa ae (+ Fas) Op 


pour le moment résultant. 
Pour exprimer la résultante et le moment résultant des forces de 


Coriolis et des forces d’inertie, soient : M, la masse du noyau; 2%, y: 
et 3, les coordonnées de son centre de gravité par rapport au 
trièdre O'x'y'z!; et enfin 


Ag? + By?+ Cs?4+ aDy's'+ 2E sa’ 4+ 2Fa'y’=1 


Vellipsoide d’inertie du noyau par rapport à O’, rapporté au triédre 
Or y. 2". 

A notre ordre d’approximation, les composantes de la force de 
Coriolis qui agit sur la particule solide dont la position d’équilibre 


est (x, y, 3) sont 

— 20, R| FE gue —qus)e|dr, 2001 R[ IM G1— g6Y +955)e™| dt, o. 
Les composantes de la résultante sont donc 

— 20M, R[CA(go+ god — quire], 20M, R[iA(qi— Feo 1 + 9551)e™], 0; 
et celles du moment résultant sont 


ony 


Oat [27:Mi2.+4;(A+ B—C)+29,D]e™}, 
— ORE (2¢2Miz:—9,(A + B—C)—2q,E Je}, 
20 RIT M;(qiri+ qoy1)+9,D—q;E]e™}. 


i, 
À 
Les composantes de la force d'inertie relative à la particule solide 


(a, ¥, 3) sont 


Pr RW (qi Voy + 453 )e™ | de, pr RE M (gr 9, 5+ que)ent] dr, 
pr (qi qe + qi} )eN] dr. 


Les composantes de la résultante des forces d'inertie sont 


MR (qi gui qua )e nf Mi RE (ga quai + quai) "|, 
MR (qi gai quyr)e™ |. 
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et les composantes du moment résultant sont 


RE [Mi(g31 — G2 51) + gi A + qsF + QE Jen ty 
RW UMi( 91 51 — ga) +9. F +9,B + 9,D Je}, 
Rj [Mi (92%1— 9191) + Qs E+ g,D + gC lei}. 


Les composantes de la résultante de l’action du champ troublant sont 


13) 5 
R | ans ssa dz | 
€ Ox 


et celles du moment résultant sont 


(3) 2 
: OV OV 
R At 9 , EL 
af en fala ze m)| 


Mais pour la partie correspondante de la pression, les composantes sont 


=o 


ait? 


R | ese f Vor dz |, 
S (1) 


pour la résultante, et 


#2) 
R [een f (yy —«B)¥ dz |. 
S (1) 


pour le moment résultant. En ajoutant les composantes de même 
sorte, nous trouvons, après application de la formule de Green, 


als) fod) 
R pet (cee) ov de | 
> Ox 


pour les composantes de la résultante, et 


= A3) 2? y) 
eihl | (pi 2)» eS 24 5) a]. 


UN 


R 


pour celles du moment résultant. 
Ecrivons maintenant que ces torces remplissent les conditions 
W’équilibre. Cela arrive en particulier à la limite, quand les grandeurs 
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infiniment petites s’annulent rigoureusement : cela signifie que ces 
conditions d’équilibre sont remplies quand-toutes les particules sont 
en repos dans leurs positions moyennes; il en était deja de méme pour 
les conditions étudiées dans les paragraphes 2, 3 et 4. Ensuite, les 
parties du premier ordre infinitésimal sont égales dans les deux 
membres de chaque relation d’équilibre, ce qui nous conduit aux 
relations suivantes : 


(19) M, 2? (qi +9551 — 45 ¥1) — 200A M, (g:— rs + 41) | 


à | av, 
+f (o1—p)| gi qu + 498)( FE +0") 
N [vb 


‘ d V, 9? V, 
Pegi eeu G52 mu re 9: las 


(2) 


P2 
hf” Fr OV do + ps va da 


Sith S$ (1) 


(20) My A?(qg2— qi Gur) + 200A Mi (Git 551 — 961) 


‘ue = | Guy Pa ee 
F Pi Pe VA 46) 134 Ox dy 


: av 
+ (9g2—GQst+q, st Lot) (9, : 
qz—4 q (5 o) (q NE UY) TR 
LE “QV } 
1 — hoy? 0 OY da + pe YB do 


(21) MX (95+ eee 


d V; ary 
aie — Do — so) ———— 2— {= 
ho (P1 ge | (a TY +5) + (gr — us + 962) D 


: IV fo 
ee Moyds+ er | py do 


A? — Gy tn 
“S (2) S (1) 


(3) ) 
={ pS 
N 
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) WL Mi(9s¥1— 9251) + Agi+Fg;+Eg] 


— twh[2Mi2491+ (A+ B—C)q;+ 2Dq,] 


2 ov, OV, 
<31 M (1— ps) [(n— guy +q)(» —: 50) 


Ox 0z Ox dy 


OV; d V, 9? V; : 
+ (qe us + que) ( ain iapae  ? — o*s) 


Ve OVE PVE 1, 
+ Qi qe + qu) (— dr ) as 


oy Os dy ds Sent” 
(2) (2) 
pf. SOTO BONe us “Te a /— Bz) bd 
rt), (> Oz dy Y Os (YJ Bz) T 


S (1) 
Ov 
Lente) 


) P[Mi(gis— 9341) +Fg+Bg;+Dg.] 


— iwh|{2Mic.g.— (A+ B—C)q,— 2Eq,] 
(3) 


OV: d V; PV; of 
+ (e1— pa) | (gi — gor + 95) Rae eer ee Oo 
N 
d V, ON, 
+ (q— 12+ 960) (555 en 
ov 02V, 9? V; | 
+= 12+ 4y( 5 + gag eG tue) dt 
(2) T (2) 
rs f CT 2 OV; Te ) Od de + ps f (as — yæx)Ÿ do 
À — hw? dx Oz su) 
(3) Ow Or | 
cl (e— a) (25> — 25 ) ae 
N . = 
) eat Diag + Cgi] 
+ 2% A[Mi(q1a1+ 92)1) + Dg,—Eg:] 
(3) Ov, dV: OV» 
as Qu pa] Ga ao + 992) 1 Agony da Dah 
N 


OV; JV een oNs 
+ (g— 9,4 + que) dx CT dy? J Ox OY 


eV, AV], 
+ (93— 9st + qi) hui do T 
(2) 


(2) 
meee > avi OV: mL lo + (Bx — ay)t do 
| Pte dy af Ox Ÿ do Pe 6 


S (1) 
(3) 


av _ OR 
= (e— a) (eS — 95 is 
N 
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Si À est purement imaginaire, ces six équations sont valables dans 
les mêmes conditions que (11) et (12). 
Nous écrivons aussi ces six équations sous la forme 


(2) (2) 

(18 + m) SS ma ga [| Om da +f Pre JE; A) OU de = by 

oa $(1) se 
410): 


. 


GT 


où les a», sont des polynomes du second degré par rapport à À, les 
b, sont des constantes, les 9,, ne dépendent que d’un point de S(r)et 
les (X?—4w?)y,, ne dépendent que d’un point de S(2). Le détermi- 
nant des a,,, est un polynome du douzième degré par rapport à À; 
en nommant À,.....F,les constantes principales d'inertie du noyau, 


de sorte qu’on a 
Ay= A — M,(y7+ 37), D,.=D+ Miss: 


et les relations analogues, le coefficient de A'? est 


Ao Fy Es 
M:|F, By Dy |>o. 
E, D GC 
6. Résumé. — Quand 2° — 4w? n’est pas nul, le problème est donc 
ramené à définir une fonction % d’un point du domaine @ occupé par 
le liquide dans l’état d’équilibre et six constantes g,, ...,g,. de façon 


a remplir les conditions (4), (11). (12) et (19) à (24). Les deux 
membres de (4) sont fonctions d’un point de @; ceux de (11) sont 
fonctions d'un point de S(2); ceux de (12) sont fonctions d’un point 
de S(1); ceux des équations (19) à (24) sont des constantes. Quand x 
est purement imaginaire, l'équation (4) est réelle et du type elliptique, 
et l'opération @ est réelle; on doit prendre pour % une fonction réelle 
($1), et toutes les inconnues Ÿ et q, sont réelles (§ 2 et 3). 

Quand À n'est pas un zéro du déterminant des a,,,, nous pouvons 
tirer les 4, des six équations (19) à (24), et porter leurs expressions 
dans les équations (11) et (12), qui deviennent ainsi, en posant 
S = S(1)+S(2), 


(2) 
(25) oui?) + f [Ky (P. Q52)04(Q) + Ka(P. Q32) b(Q)] dag 
Po = e 
+ K:(P5 24 G(P) =O A) 
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en nommant pour un instant K,, K,, K, et ® des fonctions connues, 
qui dépendent rationnellement de 7; les points P et Q varient sur 8: 
l'opération 0, définie par (5), dépend de À. Nous verrons qu'il est 
cependant possible, et dès lors avantageux, de diriger les calculs de 
façon à ne faire jouer aucun rôle spécial aux zéros du déterminant 
des a,,, dans le cas que concerne le chapitre suivant. 


CHAPITRE II. 


CAS DES MOUVEMENTS A COURTE PÉRIODE ET DES MOUVEMENTS AMORTIS. 


1. Premier problème préliminaire. — Soit u= v4 + tp. un nombre 
complexe dont la partie réelle &, remplit la condition 2|u,|< 7% 
(sans égalité). Soient d'autre part a, 3, y, A et & des nombres réels, 


5) 


une fonction complexe donnée d’un point réel de la région 

(1) xx +By+y:<h, 

et © une fonction complexe donnée d’un point réel de la frontière 
(2) az+By+yszs—=h 


de cette eS ces deux fonctions remplissent une FRS de 
Lipschitz, c'est-à-dire que les fonctions 
log | f(P)—F(Q)| ,,° logle(P)—o(Q)| 
logPQ log PQ 

ont des plus petites limites positives quand P et Q varient dans les 
ensembles où f et 9 sont définis, de facon que PQ tende vers zéro; nous 
supposons en outre que f et gs’annulent à l'infini. Nous allons étudier 
le problème suivant : 


Construire une fonction complexe Y d'un point de la région (1), 
continue ainsi que ses dérivées dans cette région, deux fois continüment 
dérivable à l’intérieur de la région, nulle à l’infint ainsi que ses dérivées, 
remplissant en tout point intérieur à (1) la condition 


PAR eis ae — k? 
0000 Ye de or 


(3) 
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et en tout point de (2) la condition 


(4) eee By FE cosy + (B52 — aS) tangy =o. 

Dans le cas, que nous excluons, où l’on aurait 2 u,—= 7, l'équation (3) 
serait du type réel hyperbolique (naturellement, 11, ne devrait pas être 
nul). Si w est réel et qu'on ait 2|u.| < 7, elle est du me réel elliptique, 
et notre problème est un cas particulier d’un problème traité antérieu- 
rement ('). En inscrivant dans les premiers membres des égalités 
suivantes les noms des grandeurs introduites comme données dans ce 
problème antérieur, il faut, pour avoir le problème actuel, prendre 


71) 10), RAS NE Os == COS, 


Us —=— dr1— tangy, 3 — A341 = G2,, — A3,2 — 0. 


De là se déduisent les valeurs suivantes, A, désignant la grandeur 
nommée antérieurement A, cosQ : 


(5) Aa Aso=1, A cos'p As A3 Ay, 0 


der a*+ 6?) sin'p T 
tang0 — VRP (os9<), 


A,= (2 —a)?+ (y — 6)? + (5 — €)? cos p, 


Le (h— ax —65)y s)(h — xa— Gb — yc) 
À, — / A? / Ds ne 1 2 
=|, { 4 (a? 5) cos? pl ya cos Fr: 


a 2[B(x — a) — «(y — b))[(a?+ 6?) cos p + y?] sing 
+ 2(a?+ 6?)[2h — (x + au) — B(x +db)—7Y(:+'c)]sinucosu, 
A,=[2h — a(x + a) — 6(7 + db) — y(s + c)] cosp 
—[B(x—a)—ax(y —b)|sinp. 


En posant encore 


la fonction de Green de notre problème est (pour u. réel) 


+2 r/( 5 
(6) GP, =| WA) WAY eo ) cos ( A [| 6a yeas macs bareh WATS ATE) 7, COS P. ; 
VAI APO 


(1) Journ, de Math., 9° série, t. 18, 1939, spécialement Chap. J, § 4. 
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P désigne le point (a, y, 3), et Q désigne le point (a,b,c); on a 
d’ailleurs cos( 26) = (a? + 8?) cos(2u) + y’. La fonction | cherchée, 
qui existe et est bien déterminée, est 


(3) (2) 
(7) yP)=—f H(P, QQ drat f H(P, Q)e(Q) dag, 


où l’intégrale triple est étendue à la région (1), et l'intégrale double 
au plan (2). 

: Nous établirons que tout cela subsiste quand y est imaginaire, 
moyennant les conventions suivantes : 


1° À chaque radical est attribuée la détermination dont la partie réelle 
est positive; nous excluons donc les cas où un radical porterait sur un 
nombre réel et négatif ou nul; 

2° L'intégrale qui figure dans l'expression de H, est prise le long d’un 
chemin complexe terminé par une parallèle au demi-axe réel positif; ni 
au point À, nt en aucun autre point de ce chemin, A— A; +t ne 
doit étre réel et négatif ou nul. D'après la première convention, nous 


attribuons à YA? — A? + # la détermination dont la partie réelle est 
positive. 


Notre démonstration comprend d’abord l'étude des points où H, 
considéré comme fonction de P, cesse d’être défini. H est holomorphe 
en tout point P où, d’après nos conventions, il est définit. Quand P 
tend vers un point où cette fonction n’est plus définie, il peut arriver 
que H tende vers l'infini, ou qu’il tende vers deux limites distinctes, 
suivant le chemin suivi par P. Nous étudierons seulement le cas où Q 
appartient au champ où il faut définir Ÿ; ce cas est caractérisé par 
la condition «a+ Bb+ ycSh. 

D’abord A; ne doit pas être réel et négatif ou nul. Or le coefficient 
de z, dans A‘, est — 2-'(s — cc)? sin(2p,)sh(2p.). Si ps, n'est pas 
nul, ce coefficient ne s’annule que pour 3 —c; mais alors Aj se réduit 
à(æ— a} +(y —b}, qui s’annule pour æ—a—y—b—o et est 
positif en tout autre cas. Si u, est nul, A} se réduit à 


(x — a+ (y —b} +(s—c) ch'p, 


qui est réel et positif dans tout l’espace, excepté au point Q. Même 
Ann. Ec. Norm., (3), LVIII. — Fasc. 1. 8 
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conclusion dans le cas, traité antérieurement, où est nul. Ainsi A; 
n’est jamais négatif; il ne s’annule que quand P vient en Q. Le pointQ 
est évidemment un point de discontinuité de H. 


2. Sur certaines discontinuités de la fonction de Green. — Nous 
devons maintenant étudier les points où A5 est négatif ou nul. Nous 
commencons par simplifier la question : nous faisons tourner le 
trièdre Oxys autour de Oz, de façon que l’axe Oy devienne parallèle 
au plan (2); ensuite nous imprimons à ce triedre une translation qui 
amène O sur ce plan; alors le problème est ramené au cas particulier 
où l’on à 


(8) ; eee Aas Ona 


Dans ces conditions, le coefficient de z dans A; est 


JIAZ=—[27*(2—c)?+ 4B(ax+ yz)(aa+ yo)]sin(2p,)sh(2pe), 
en posant 
(9) B ae 


= [ch(2p2) — cos(2pu)f ai — 4[1 — cos(2u)ch(2p)lae + 4 


Le dénominateur du second membre est le carré de la valeur 
absolue de 2 — 24° sin; il importe de remarquer que ce dénomi- 
nateur reste supérieur à une fonction continue positive de u,; nous 
avons en effet 


cos(2p4) ch( 2p.) 21, dénom. 24. 
| ch?(2p22) + cos*(2p4)S$2,  dénom, 2(ch(2p2) + cos(2p4)/? 
24 cost py, 


cos(2p4)ch(2pe)£1 ¢ ch?(2p2) + cos*(2p) 22, dénom.2| Foe | 
= ~ {ch (2 p2) — cos (24) 


2 


on vérifie que la dernière limitation est la plus petite des trois, quel 
que soit u,; elle est croissante par rapport à cos(2u,), et elle tend 
vers zéro avec cos(2u,) +1. Donc, si pu, est nul, A? est réel dans 
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tout l’espace réel; si mix, n’est pas nul, A? n’est réel que sur la 
quadrique 


(10) (2—c)?+ 8B(ax + ys)(aa+ye)=0, 


qui est un plan double pour y(æa + yc) =o, et un cylindre parabo- 
lique pour y(aa+ ÿc) 0. 

Nous devons chercher parmi ces points ceux où A? est <o. 

Nous avons l'identité 


2 


cos*p[a(v+a)+y(s+e)P+[y(e—a)— a(s—c) cos? pp}? +(y—by 


DIS? 
EX Sin pH 


Si ut, est nul, il en résulte que A; s’annule au point où l’on a 
a(e+a)+y(s+c)=y7(2 —a)—a(z — c)cosp—=7y— b—0, 


c’est-à-dire au point 
aa + Ye 
1 — & sin pu” 


xa+YC 


=a De 2=c— 27 ————_) 
J TT æsiny 


(12) L=a4— 2a COS? | 


et À; est positif partout ailleurs; on remarque que ce point est dans le 
plan 

AL +YS—=—aa—ye; 
on trouve de plus que le cosinus de l’angle entre la demi-droite QP et la 


. . 2 COS 
direction (a, 0, y) reste >——-" 
Mir cos" pH. 


que œa + yc le soit, on a A°— A}; donc A; est positif quel que soit P 
satisfaisant à (10), sauf au point Q. où A> s’annule. Si l'on a 
Ly W(aa + yc) £o et y — 0, l'équation (10) se réduit à z — c, et l’on 
a alors A; =(x+a)?+(y—)*; donc alors A; est nul au point 
symétrique de Q par rapport au plan ax + ÿ3—o, et il n’est ni 
négatif ni nul en aucun autre point de l’espace. 

Supposons enfin u., u,y(aa + ye) 0, de sorte que la surface (10) 
est un cylindre parabolique. En posant 


>o. Si up, n'est pas nul, mais 


3 ie 2[1+ cos(2p1) ch(2p.2)]—[2 — ch?(2p.) — cos?(2p1)) 2? ' 
Cele 7 [ch(2p) — cos(2p,)]?a'— 4[1 — cos(2p)ch(2p)la + 4 
nous avons 

COB) PRS (r= ay (y— by 2-1(z2 — c)?[1+ cos( 2p;) ch( 2p. )] 
+4A(ar+ys)(aa+ ye), 
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d'où, pour les points du cylindre (10), 

(15)  RA2—(x—a}+(y —b}+2"(s—c}{2+[ch(2pe) + cos(21u1)} } 
+ 2{2A + B[ch?(2p.) + cos’ (2 \] } (ax + ys)(aat ye). 

Or nous avons 


2A + B[ch?(2p2) + cos?(2p,)| 
EC 4ky+2{ch(2p:) + cos(2p,)| 4 
~ [ch(2m) — cos(2p1) 2a! — 4[1— cos(2p1) ch(2p.)|æ+ 4? 


2 


cette grandeur est positive, car le numérateur est 28cos*p,. 
D'après (15), A} n’est donc réel et négatif ou nul qu'aux points 
du cylindre (10) qui ne sont pas extérieurs a un certain ellipsoide 
entièrement situé dans la région (aa + ys)(aa+ yce)<o (ily a dans 


le plan y—+ deux points réels, ordinairement distincts, pourlesquels A; 


aw+ ys 
——— sur cet 
XL + ye 


ensemble peuvent dépendre de u., de a et de y, mais non de a ni de b 
ni de c. D’après la continuité et la relation a? + y?=1, ce rapport 
reste compris entre deux fonctions continues négatives de wu. On 
démontrerait de même que, pour les points P qui rendent A; réel et 
négatif ou nul, l’angle entre la demi-droite QP et la direction (a, 0, y) 
reste inférieur à un angle aigu, fonction continue de x, quand «a + ye 


est <0. 


3. Autres discontinuités de la fonction de Green. — Nous devons 
maintenant chercher pour quels points P réels le chemin suivant lequel 
doit être prise l'intégrale qui figure dans l’expression (6) cesse 
d'exister. Nous continuons de nous ramener au cas où l’on a (8). 

Dans le plan de la variable complexe ¢, le lieu des points où 
A,—A;+t est réel est une hyperbole équilatère, dont les 
asymptotes sont l’axe réel et l'axe purement imaginaire. Sur chaque 
branche de cette hyperbole, A} — A; + #? est négatif depuis le point à 
l'infini dans la direction de l’axe purement imaginaire jusqu’au point 
dont l’affixe a pour carré A} — A}; en ce point, A? — A?-+ ¢?s’annule, 


> 


est nul). D’après Vhomogénéité, les bornes du rapport 


et il est positif sur le reste de la branche. Il y a cependant exception 
si A) — À; est réel, cas où l'hyperbole se réduit au système formé de 
l’axe réel et de l’axe purement imaginaire; si alors A} — A? est positif, 
l’ensemble des points où A} — A+ 1° est négatif est la partie de l’axe 
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purement imaginaire extérieure au segment limité par les points dont 
le carré de l'affixe est A;— A}; si A? — A? est négatif, l’ensemble des 
points où A} — A} + @ est négatif se compose de pee purement imagi- 
naire et du segment réel ouvert (— VA?— A2, VA? — A?); si A2— A? 
est nul, l’ensemble des points où A?— A?+ #° a es est l’axe pure- 
ment imaginaire. 

Pour que le chemin auquel notre intégrale doit être étendue existe, 
il faut d’abord que A} — A+ # ne soit ni nul ni négatif à l’origine A, 
de ce chemin; cela exclut l’ensemble des points où A? est <o, ensemble 
quia été étudié dans le paragraphe précédent. 

Cet ensemble étant exclu, notre chemin ne cesse d'exister que si 
A; — Aj est So et si en outre RA, est <o. En effet, si A? — A? n’est ni 
négatif ni nul, l’ensemble des points où A} — A°+1? n’est ni négatif 
ni nul est simplement connexe. Si Aj — Aj est So, mais que RA, 
soit >o, la demi-droite issue de A, et parallèle au demi-axe réel 
positif est un chemin possible (les points où l'on a 06  A,<YA?— À? 
sont déjà exclus, car A? y est <o). Donc, en dehors des points où A? 

_est So, l’ensemble des points pour lesquels notre chemin cesse 
d’exister est l’ensemble des points où l’on a à la fois 


(16) TASSE) O0, UG NS) SO. RA,<o. 


Si l’on trace des coupures infranchissables le long des parties de 
courbes où A?— A?+? est So, la fonction VA?— A?+ ? est holo- 
morphe dans la ou les régions ainsi déterminées. Comme ces régions 
sont simplement connexes, la facon dont la fonction intégrée tend 
vers zéro quand ¢ s’éloigne indéfiniment dans la direction du demi- 
axe réel positif nous assure que l’éntégrale ne. dépend pas du chemin 
choisi. Cette intégrale est fonction holomorphe de x, de y et de z. 

Nous trouvons 

— A?) —sin(2u)sh(2p) 
x AeA + a) + y¥(s+ec))?— 2 (3 — 0) (s— cc) — 8Blaw + ¥3)(za+ ve 
+ 2c08(2y1)sh(2p2)a(y —b)[a(r+a)+y(s +e)] 
= sh(2p PSE t(r+a)+y(s+c)+a(r—b)cot(2p) — 4B(aa+ yo)}? 


pes) a( —b)—2Bsin(4p)(xa+yr)f— sh(2p2) sin(2p,) (5 — ©) 


sin (2p) 
+ 8Bsh(2p.)sin(2p,)[1— 2Bsin*(2p,) |(a@+ ye)’. 
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Nous constatons que si m,« est nul, A, — A; est réel dans tout 
l'espace (pour «—o, on a 2B—1). Si usa n’est pas nul, nous 
devons remarquer qu’on a 


{[ch(2p) — cos(2p,)]a*+ 2 cos(2p,) |? 


BOB) Chou) — cos (2 pa) Pa — 41 — 0082 p,) ch(2p)lo + 4 


ix 


la nature de la quadrique J(A;— A;)=o-pour p,« non nul résulte 
alors du tableau suivant : 


ME 0, système de deux plans réels et distincts, qui se coupent, 
; y(xa+ye)[1— 2Bsin*(2p,)]= cône réel, 
D. 
FA y(au+yc)[1—2Bsin(2p;)] 4 hyperboloïde à une nappe. 


Nous devons voir en quels points de cet ensemble les deux dernières 
conditions (16) sont remplies. Remarquons l'identité 
(17) (1— @? sin?) (A5 — A?) 
={(1—a@? sin?p.)(y — b)+ a sinp cosp[ a (2+a)+y(s+e)]}? 
E(y(2— a) — «(3 — €) cos*p|*. 


Si uv, est nul, A) — A; est nul sur la droite réelle 


(1— o sin?) (y — b)+ asinpcosp[a(r+a)+y(s+e)] 
EL a ena aC) COGS ten), 


c'est-à-dire la droite qui passe par le point (12) et dont les coefficients 
de direction sont «cos*u, —asiny.cosy. et y; le cosinus de l’angle 
entre cette direction et la direction (a, 0, y) est y1— a? sin? u>cosu. 
Le cosinus de l’angle entre la même direction et la direction 
(acosu, —asinu, ycosu.) perpendiculaire au plan A, =o est 


COS Et. 2 COS L 


> 


VO — #2 sin?p)(1— sin) 1+ cos?p 
Nous savons d’ailleurs, par le travail cité dans le paragraphe 1, que 
la demi-droite où À, est négatif a pour origine le point (12), et qu’elle 
appartient à la région «x + y3 © o si «a + ye est So. Au point (12), 
A; — Aj et A, sont nuls. En aucun autre point de l’espace, A? — A? 
n’est négatif ni nul. 
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Pour à — o, nous avons 


AB A=(y— D} +(x— a},  A=— (zs +e) cosy. 


Nous voyons que A} — Aj est nul sur la droite æ—a—y—b—o, 
perpendiculaire à «æ+ Y3—o, et est positif partout ailleurs. La 
demi-droite où RA, est négatif a pour origine le point symétrique de P 
par rapport à «x + y: —0, et elle est située dans la régionax + ys >o 
quand «a + yc est So (d’ailleurs A, est nul, de sorte que l'intégrale 
est inutile dans ce cas pour former H). 

Etudions encore le cas ou u, est nul, 4,4 ne l’étant pas. On a alors 


J(AS— Aj) =ash(2p.)(y — b)[a(x+a)+y(z+c)]. 


Si a(æ + a) + y(s3+c) est nul, RA, lest aussi; A} est réel et positif, 
sauf au point (12), où il s’annule; A? — A? est donc aussi positif. 
sauf au point (12) où il est nul; le point (12) est donc le seul point 
cherché qui soit dans le plan «(a@ +.a)+ y(s +c)=o, et il est aussi 
dans le plan y= 6. Les autres points cherchés sont tous dans ce 


plan y =); or nous avons dans ce plan 


(1+ a?sh?p,)( AZ — AZ) =— o?sh?p, chu, [a(x + a) + Y(3 +c)f 
+{y(æ—a)—a(s—c)chu,}, 
,=—{[a(x+a)+Y(z+c)]chp. 


de | 


La région de ce plan où l’on a R( AZ — AZ )<o et RA,So est donc 
un certain angle dont le sommet est au point (12). Nous remarquons 
Vinégalité ax+ys2—xa—yc. Les demi-droites issues du point (12) 
et qui balayent l’ensemble des points considérés sont portées par les 
droites 


(y+ so? shp, chp.) (2 — 2) — a chp, (chp. — sy shps) (3 — sy) = 9, 


où xo, bet s, sont, pour un instant, les coordonnées du point (12), et 
où sest un paramètre réel qui varie de — 1 à 1; en effet, pour s = 1, 
nous avons les deux droites qui portent la frontière de l'angle con- 
sidéré; la valeur ssc correspond à la droite A,—o, qui ne contient 
de notre angle que le sommet: ce n’est donc pas quand s décroit de —1 
à l'infini puis de l'infini à 1 que nos droites balayent l'angle; c'est 
done quand s croit de — 1 à 1. Or le cosinus de l'angle entre la 


SUR 
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direction (a, o, y) et la droite dont le paramètre est s, est 


a? ch? ps y 


Vs? a? sh? po ch 25a" 7 sh? a, chips ey" ch‘ pe : 


sa valeur minimum s’obtient en donnant as une des valeurs +1, de 
façon que syu, soit So; ce minimum est une fonction continue de y et 
de ,, etil est toujours positif; quand set y varient de —1 à 1, notre 
cosinus atteint donc un minimum positif, qui dépend continûment 
de u,. Si «a + ye est négatif et si nous posons pour un instant 


= x2,— achp, (chp,— syshp.)(aa+ye)u, Ve 
3=3—(y+sa shp. chp,)(«a+Yc)u, 


nous avons tous les points P qui remplissent les conditions (16) en 
donnant à s toutes les valeurs de — 1 à sr, et au toutes les valeurs 20; 
le cosinus de l'angle entre la demi-droite QP et la direction (x, 0, y) 
est toujours positif, il dépend continûment de u., de y, de s et de wu 
et est indépendant de a, de b et dec, et, quand uw augmente indéfi- 
niment, il tend uniformément vers la fonction de u.,, de y et de s qui 
vient d'être étudiée. Donc le cosinus de l'angle entre QP et la direction 
(4,0, Y) reste supérieur à une fonction continue positive de u... Cette 
conclusion subsiste si «a + yc est nul, car alors le point (12) coincide 
avec Q. 

Abordons enfin le cas où 4, 4,2 n’est pas nul. Comme dans les cas 


précédents, nous devons étudier le signe de aa + yz et limiter supé- 


LL 


rieurement le rapport ET l'angle de QP avec la direction(«, 0, +) 


Att AL 
quand les conditions (16) sont remplies. Sur la surface 


(18) | JA =, 

qui est un cône réel ou un hyperboloide à une nappe, les condi- 
tions (16) définissent une région, pour une partie de la frontière de 
laquelle on a A%— A°— 0. D'après l'expression (17), les points P 
qui remplissent cette condition appartiennent soit au plan imaginaire 
(19) æsinpcosp{a(r+u)+y(:+c)] 


+ (1— a? sin?) (y — b) — iy(x — a) + ia cos’ (3 — c) — 0, 


soit au plan qui s’en déduit en remplaçant « et y par leurs opposés. 
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Le lieu des points réels du plan (1g) est donné par les équations 


‘a sin (2pM)ch(2m)[a(x+a)+y(s+c)] 


+ [2 — a+ a cos(2pu) ch(2p)] (y — b) + œsin(2u) sh(2p.)(s—c)=0, 


æcos(2m)sh(2m)[a(e+a)+Y(s +c)]— a*sin(2p4) sh(2p2) (y — b) 
— 2¥(2 — a)+ a[1+ cos(2p,) ch(2p.)](s —c)=0; 


on peut vérifier que ces équations déterminent une droite, de sorte 


que le plan (19) est vraiment imaginaire. 


Les deux systèmes de génératrices rectilignes de la surface (18) 


sont donnés par les équations 


- a) + (s+ c)]sin(2p,) + 2a(y — 6) cos p,— 16B(aa-+ yc) sinp, cos*p, 
[ch(2p.) — cos(2p,)]a?-+ 2 cos(2p,) 
[ch(2p) — cos(2p1)? ]a*— 4[1— cos(2 py) ch(2p2) |a?+ 4 
c+ a)+y(s+c)]sin(2p,) —2a(y — db) sin? p, —16B(aa+ yc) sin*p, cosp, } 
[ch(2p.) — cos(2u)]æ?+ 2 cos(2p,) 
[ch(21%) — cos(2p1) |>at— 4[1 — cos(2p,) ch(2p.)]a?+ 4 


in (2441) À 3 — 0 + Ay 


Alaa + YC) 


où s est un paramètre, et les signes supérieurs donnent un des sys- 
tèmes, et les signes inférieurs l’autre système; quand la surface (18) 
est un cône, la coïncidence des deux systèmes est immédiatement 
visible. Or les deux droites réelles définies par l’équation A; = A sont 
situées sur (18); nous trouvons qu'elles sont du système correspondant 
aux signes inférieurs; ces deux droites s’obtiennent en prenant 
Me yo shp, chp, 
y+ a? ch? ps 


5 , le signe inférieur correspondant à (19); ces deux 


27 a AB Spe) 
1-+ y?+ a? ch(2p.) 
entre —1 et 1, d’après les inégalités 


valeurs, qui s’écrivent aussi » sont comprises 


2|\y|Si1+ y et |sh(2p.) |< ch(2p.). 


Quand uw, tend vers zéro, ces deux valeurs viennent se confondre; 
mais, pour d,—0, A5 — A; est réel et positif dans tout l’espace, sauf 
sur une demi-droite où il est nul; c’est donc quand s croit de la plus 
petite à la plus grande des valeurs précédentes que la génératrice 
balaye la région (16), sans quoi, pour p.—0, A, — À; serait négatif 
ou nul sur la limite de la surface (18). limite qui est un hyperboloïde 
à une nappe ou un cône réel. Calculons l'angle entre la génératrice 
Ann. Ec. Norm., (3), LVIII. — Fasc. 1. 9 


(aa + Yc) 


| 
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de paramètre s et la direction (x, 0, y); nous supposons que s est com- 
pris entre les deux valeurs extrémes trouvées. Les coefficients de 
direction de la génératrice sont 


a[sy—1+ (1— 5?) sin? |, (1 — s?)sin(2p,), — 25a. 


Il importe de remarquer que les quotients de ces trois nombres par « 
sont bornés quand x, est borné; en effet nous avons pour les valeurs 
extrêmes de s 


y Shp. chp | 
+ a? ch? po # 


ch po 7 sh ps 


—s=—a?sh 
Cae ch? py” TA he 


I— sy=a?chp, 
les valeurs relatives aux génératrices intermédiaires sont intermé- 
diaires entre celles qui correspondent aux génératrices extrêmes, et, 
d’après l'identité 

SN SEE sys), 
notre assertion en résulte. Le cosinus de l’angie entre le sens déterminé 
par ces coefficients sur notre génératrice et la direction (a, 0, y) est 
donc le quotient de 


a[sy —1+(1—s?) sin? p,] — 2say = — 20( cos? + 5? sin) 


par le produit de |«| par une fonction bornée positive; la borne infé- 
rieure de sa valeur absolue est donc positive. Le cosinus de l’angle entre 
le méme sens de notre génératrice et la direction 


(—a@.cospi, asinp,, —Yÿcosp), 


perpendiculaire au plan RA, =o dans le sens où RA, croit, est le 
quotient de 


2% COS p44 (cos + $° sin? W,) + a(1 — $7) sin, sin(2p,) = 2% cosp, 


par le produit de |) par une fonction bornée positive; la borne infé- 
rieure de la valeur absolue de ce cosinus est positive. Puisque les signes 
de ces deux cosinus sont opposés, nous en déduisons que si P suit une 
quelconque de ces génératrices dans le sens où ax+7Y3 croit, 
RA, décroit. 

Étudions la partie de la frontière de (16) où l’on a RA, = 0, ce qui 
entraine JA) == 0 et RA°£o. Comme nous avons aussi J(A?— A?)— 0 
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et R(A;— A)So, nous en déduisons JA2=o et RA?<o. Cette 
partie de frontière appartient donc à l’ensemble étudié dans le para- 
graphe 2. Donc, si za + yc est négatif, cette partie de frontière est 
telle que xx + yz reste supérieur au produit de «a + yc par une fonc- 
tion continue négative de uw; si «a + yc est nul, cette partie de fron- 
tiére contient le point Q, mais tous ses autres points appartiennent a 
la région 4x + ys > 0. 

Or, d'après ce qui précède, nous avons tout l’ensemble (16) en 
menant par chaque point de cette partie de frontière, dans le sens 
où ax + y= croit, la demi-génératrice qui est du même système que 
les génératrices extrêmes; si la surface (18) est un cône réel et que 
son sommet annule RA,, l’ensemble (16) est constitué par toutes les 
demi-génératrices issues de ce sommet et dont le paramètre s est com- 
pris entre les paramètres des génératrices extrêmes. Dans tous les cas, 
le seul point de l’ensemble (16) qui appartienne au planax+Y3=0oest 
le point Q, quand ce dernier appartient à ce plan; pour aa + yc<0, 
ax + ys est supérieur au produit de «a + ye par une fonction continue 
négative de 1. En raisonnant comme dans le cas où vu, est nul, nous 
pouvons établir aussi que le cosinus de l'angle entre QP et (a, 0, y) 
reste suvérieur à une fonction continue positive de p. 

Remarquons que ces conclusions sont valables méme dans le cas 
où y, u,2% est nul, et qu’elles s’appliquent aussi a l’ensemble étudié 
dans le paragraphe 2. Elles s'appliquent donc à tous les points P 
où H(P, Q) est discontinu, en dehors. du point Q. 

St l’on échange les rôles de P et de Q, les mêmes conclusions restent 
valables, car on obtiendrait le même résultat en remplaçant vu. par — p. 


4. Limitation de la fonction de Green. — D'après l’étude précé- 
dente, si P appartient au champ (1), la seule discontinuité que 
possède la fonction H(P, Q) quand Q varie dans le même champ, est 
située en P. Le produit de H(P, Q) par la distance PQ entre les deux 
points est borné, nous allons le voir. Il suffit de traiter le eas où ax + ys 
est <o. 

C’est tout d’abord évident pour le premier terme du second membre 
de (6), car, quand Q varie sur une sphère de centre P et de rayon 
donné R, |A, |[R-' est continu et ne s’annule pas, et par suite sa borne 


Q- 
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inférieure est ‘positive; or, d'après l’homogénéité, cette borne est indé- 
pendante de R, et elle est évidemment indépendante du point P. 

Une légére modification de ce raisonnement s’applique au deuxiéme 
terme du second membre de (6) : sur une sphere de centre P et de 
rayon donné —(xæ+7yz}s, où s est un paramètre positif, 
A(ax+yz)"*s? peut s’écrire pour un instant 


Fu, v) + Ru, ¢)s7+ Flu, eye, 


ou uw et ¢ sont deux paramètres qui fixent la direction de la demi- 


droite PQ; les fonctions complexes F,, F, et F; sont continues, et 
même la dernière F, est la constante 3 ia > qui n’est pas nulle; 

LATE SAN F- 
donc la valeur absolue de cette somme augmente indéfiniment quand s 
tend vers zéro; comme cette somme est continue pour s 0, et qu’elle 
n’est jamais nulle pour s<r, la borne inférieure de sa valeur absolue 
est positive. Il en est de même quand u, 6 et s varient dans l’ensemble 
fermé pour lequel s reste 21 et «a + yereste <o, car cet ensemble est 
borné quand on y prend s ' comme variable au lieu de s, et notre 
fonction y est continue et non nulle, même pour s~'=o. 


Soit s, un nombre positif supérieur au maximum de 
[VAS — AfCax +73) "| 


quand PQ est £— xx— 73. Le troisième terme entre crochets, au 
second membre de (6), peut s’écrire 


5 ie di 
RT TN a 


ro —$4(40+Y2) 
= ee us - fonction bornée 
8T JA, VAR A 
= + A, d HAN lès ES $,( a0 Y=) st VAS NS + Si(ax + 72)? 
| TA» (Ag+ A,) DT © A, + A, 


+ fonction bornée, 


pourvu que PQ soit £S— ax — ys. Or la somme À, + À, ne s’annule 
en aucun point Q de la région a+ yeSo quand on a «æ + y: 0, 
car R.A, est positif et nous avons vu que les conditions \?— A? =o 
et aa + ye So entrainent RA, >0(§ 3). Il existe une constante posi- 
tive K; telle que la valeur absolue de cette somme reste >—K,(aa-+-y3) 


PETITS MOUVEMENTS D’UNE MASSE TOURNANTE. 69 


quand Q varie dans la sphère de centre Pet de rayon —xa—ys. Il en 
résulte déjà que la partie de notre expression où figure un logarithme 
est bornée pour ax +: borné. Comme d'autre part la condition 
PQS—ax—ys entraine |A,|<—K,(ax+ys), où K, est une certaine 
constante, nous voyons que le produit de notre terme par PQ est 
borné pour PQ£— a«a—vys. Mais sur une sphère de centre s et de 
rayon —(aæ+7yz)s(s21), le produit du même terme par (xx + ys5)s 
ne dépend que de s et de deux paramètres uw et ¢ qui fixent la direc- 
tion PQ; il est continu par rapport as~', au et à 6, mème pours '=o, 
quand ces trois variables sont telles que xa + ye soit So; done ce 
produit est borné. Notre démonstration est achevée pour ce troisiéme 
et dernier terme, car sa valeur absolue décroit quand on multiplie x, 
Ws, a, betc par un méme facteur D in 

Quand PQ augmente indéfiniment, P et Q variant dans (1), la 
fonction de Green et ses dérivées de tout ordre par rapport aux coor- 
données de P et de Q admettent le méme type de limitation que dans 
le travail cité (loc. cit., 1, § 2), c’est-à-dire que la valeur absolue de 
toute dérivée d’ordre p2o vaut O(k?*')exp( —vhkPQ), où v est une 
constante positive et O est le symbole de Landau ('). 

Soit y, une constante positive telle que «a+ yc reste >—v,(axv-+ y3) 
en tout point Q autre que P où H n’est pas défini. Soit encore w un 
angle aigu supérieur à l’angle de PQ avec (a, 0, y) pour le même 
ensemble. Alors on peut changer les constantes qui figurent dans nos 
limitations de facon à obtenir des limitations valables quand ou bien 
aa + ye est <—v,(ax-+ yz), ou bien l'angle de PQ avec (4, 0, y) 
est ? w. 


5. Solution du premier problème préliminaire. — D'après ces résul- 
tats, les opérations indiquées au second membre de (7) sont possibles, 
et la fonction J ainsi construite est continue dans (1). On prouve, 
comme antérieurement (doc. cit., |, $ 3), qu'elle s’annule à l'infini. 
Il nous reste à établir les relations (3) et (4), à établir que les dérivées 
de | s’annulent à l'infini, et à prouver qu'aucune autre fonction Ÿ ne 
remplit toutes ces conditions. 


(1) y = O(z:) signifie que yz-1 est borné. 
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L’existence et la continuité des dérivées de 4 en tout point de 
l’ensemble (1), et l'existence et la continuité des dérivées secondes en 
tout point intérieur à cet ensemble se démontrent comme les proposi- 
tions analogues relatives aux équations du type elliptique ("). Le fait 
que les dérivées de Y s’annulent à l'infini s'établit aisément ensuite. 

Le fait que Ÿ satisfait à l’équation (3) se ramène à prouver que, 
si @ est un domaine spatial borné dont la frontière est S, et si l'on 
pose pour un instant 


"| cosp dro 
PCP) = 
U(P) 4 AU 


on a, cn tout point P intérieur à @, 
OU dU dU 


À + — COS? DATI 


Ope Oz? 


Ox? 


Orle premier membre de cette relation est, d’aprés les raisonnements 
classiques, 


%a(Q) (a— x) + 6,(Q) (6 — 1) + €,(Q) (e — 5) 
COS pL Me vs yr ee 


où c,, €, etc, sont les cosinus directeurs de la normale a S dans le 
sens sortant de @. Sous le signe d’intégration, le coefficient de do, est 


le produit de 
(a r)o,+ (b- y ) eo (c 5) C. 


par une fonction positivement homogène et d'ordre — 3 par rapport 
à a—x, à b— y et à c—:; comme, d'autre part, S n'a pas de frontiere, 
nous ne changeons pas le résultat si nous déformons S dans l’espace 
complexe sans rencontrer aucune singularité de la fonction intégrée; 
il faut seulement remplacer c, do par d(b, c), et semblablement pour 
c, d5 et pour c; do, et prendre S dans le sens qui se déduit par conti- 
nuité du sens initial (?). Nous en profitons pour remplacer S$ d’abord 
par une sphère de centre P et de rayon un. A chaque point (a, b, c) 


(1) Ann. scient. Be. Norm. sup. XUIM, 1926, p. 1-128, spécialement Chap. fl. § 4 et 5. 
La continuité des dérivées premières sur le plan (2) s’établit comme pour le potentiel 
newtonien de simple couche; voir, par exemple, Ann. scient. Be. Norm. sup., XLIX, 1932, 
p. 1-104 et 245-308, spécialement Chap. VII. 

(*) Premier travail cité dans la Note précédente, spécialement Chap. I, § 11. 
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de celle-ci, nous faisons correspondre un point (a, 6, ©) en posant 


e=s+ (€—s)(1—s+scosp), 


où s est réel, positif et <1; le point (a, b, ©) est sur la variété 


(a—xyP+(b—y)yP+(§—s)?(1—s+scosp)?—1, 


et (a — ax)’ + (6—y)’+ (J — 3)? cos" u n’est jamais nul, sans quoi 
l'on aurait 
(e— 5) [Gi —s + scosp)?— cou] —{(1— 5 + scosp)?, 
ce qui est impossible, car ou bien l'argument de (1—s+scosu)cos 'u, 
: : 4 ‘ T Me sek 5 
qui est toujours compris entre — ~ et —: limites exclues, n’est pas nul, 


ou bien cosu. est réel, mais dans ce dernier cas (c — 3)? devrait être 
>1 pour u réel, et <o pour purement imaginaire. Donc, quand s 
varie de zéro à un, notre surface se déforme de facon à ne jamais 
rencontrer de singularité; sa position finale est sur la variété A, — 1, 
et C — = est partout le produit de cos~'u par un nombre réel. Rempla- 
cons a— a, b—y etl —z para, b et c; notre intégrale est égale à 


9 


cosy [240 cl) +b Ae, a)+cd(a, b) 
AT 

étendue à l’ensemble où a et b sont réels, et où c estle produit de cos~'p. 
par un nombre réel, et où l’on a a* + b? + c? cos? u. — 1; cet ensemble 
est pris dans le sens associé à celui que déterminent les parties réelles 
de a, de b et de c sur l’ensemble de tous les points déduits du champ 
d'intégration par des homothéties de centre O et de rapports réels, 
positifs et <1. Le changement linéaire complexe de variables qui 
revient à remplacer ccosu. parc, nous ramène au cas particulier où pr 
serait nul; le résultat est donc un. a AM pon 

Le fait que Ÿ remplit la condition (4) se ramène à prouver que si & 
est une région bornée du plan ax + ys = 0, et si Ptend vers un point 
intérieur à & en restant du côté ax + y: < 0, et si l'on pose 


0 : JV 
PR ne ON Mea LADY I 
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tend vers un: Or, pour ax + y: <o, cette expression est 


(2) 
+ AL —+- ŸY= 
mie a ARI EL PAS 
Die oe \; 
cL 
Prenons la position-limite de P comme origine des coordonnées. 
Déformons & dans le plan complexe «a+ ye =o, sans changer sa 
frontière, mais de façon que pour tous les points Q assez voisins de O, 
c soit le produit de cos~'u par un nombre réel; cela ne change pas 


notre expression, si du moins nous l’écrivons 


— cOsp Gz d(b, e) +3 d(a, b) 


ul 
27 Aq 


à condition de respecter le sens choisi sur la variété d’intégration ('). 
Remarquons que la limite de la partie d’intégrale qui provient d’une 
région ‘où la borne inférieure de | A,| est positive. est nulle; cela 
ramène la question au cas où, dans tout le champ d'intégration, c est 
le produit de cos~'u par un nombre réel. Le changement de variables 
qui revient à remplacer ccosu parc et scosu. par z, nous ramène au 


cas où uw serait nul; il est vrai qu’alors 3 n’est plus réel, mais, 
cosu j ah : ae cee, À 
RK ———— étant positif, comme on le voit par continuité à partir 
Woe GOSS 
À - . à carrie sd(a.l 
du cas où y serait nul, il en résulte que DR entend 
Vd(b, ce} + dle, a} + d(a, b} 


ax + yz)cos , ; F A : 
IE TE, à sa partie réelle négative, et, puisque 


transformé de La 
V a CONTES 
RA, est positif, le raisonnement ordinaire montre que la limite 


est un. ' Cs "OO. MES DE 


Enfin le fait qu'une seule fonction remplit toutes les conditions du 
problème s'établit en appliquant la formule de réciprocité, à savoir 
(3) 


( (2) 
(ba) 1 (WT — TFW)dr =) (WOT — TZW)de, 


où Wet T sont deux fonctions de (a, y. z), FŸ est le premier membre 
de (3), OY est le premier membre de (4) dans lequel +, 8 et y repre- 


(1) E. Picarp et Gi. Simart, Théorie des fonctions algébriques de deux variables indé- 


pendantes, spécialement t. 1, Chap. If, section 1. La même propriété est établie dans le 
passage cité dans la note précédente. 
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senteraient les cosinus directeurs de la normale extérieure à la fron- 
tière d’un domaine spatial donné, et l'opération Z se déduit de 6 en y 
remplaçant u par —u, en appliquant, disions-nous, cette formule aux 
fonctions Ÿ(Q) et H(P, Q), relativement au point Q, dans la partie de 
la région (1) qui est intérieure à une sphère infiniment grande de 
centre O et extérieure à une sphère infiniment petite de centre P. Cette 
formule, ainsi appliquée, conduit à l'expression (7) de la fonction ¥. 


6. Second problème préliminaire. — Soit @ un domaine borné 
(ensemble ouvert connexe) dans l’espace, et soit S sa frontière, qui 
peut être formée de plusieurs parties sans point commun deux à 
deux. On suppose chaque point de S intérieur à une région où les 
coordonnées d’un point courant s’expriment au moyen de deux para- 
mètres par des fonctions dont les dérivées existent et remplissent des 
conditions de Lipschitz, et dont les trois déterminants fonctionnels ne 
s’annulent nulle part ensemble; un nombre fini de telles régions doit 
suffire pour tout S, et il ne doit y avoir aucun point double. Soient a, 


3 et y les cosinus directeurs de la normale en un point courant de S, 


1 
dirigée dans le sens sortant de @. Soient f une fonction complexe 
donnée d’un point de ® + 8, et ¢ une fonction complexe donnée d’un 
point de S; on suppose que ces deux fonctions remplissent des condi- 
tions de Lipschitz. Nous allons étudier le problème suivant, où ua la 


même signification que dans le paragraphe | : 


Construire une fonction Y d'un point de (4-8, continue ainsi que 
ses dérivées dans ® + S et deux fois continiment dérivable dans , 
remplissant en tout point de @ la condition 


Uv 9° d Oo? d 


}- Com OU (Æ positif donné), 
dr? 0)? Oz? Î 2 1) I ) 


(21) 


eten tout point de S la condition 


i 0 WY i D on 
(22) ge t po en cos? p. (8 a Se \ tangy = : 


Nous traiterons cette question par une méthode qui réussit dans le 
cas particulier où v. est réel (doc. cit., Chap. IL). 
Nous commençons par construire une fonction (Q) qui jouisse des 
propriétés suivantes : 
Ann. Ec. Norm., (3), LVUL — Fase. 1. 10 
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1° west continu dans +S, et ses dérivées existent et remplissent 
des conditions de Lipschitz; i fa 

2° west nul en tout point de S et positif en tout point de 0; 

3° la dérivée de s suivant la normale à ‘S n’est nulle en aucun 
point de S. 


Voici une méthode pour construire une telle fonction s», mais la 
fonction ainsi obtenue peut étre remplacée par toute autre qui jouisse 
des propriétés exigées. Placons, pour un instant, l’origine O des coor- 
données en un point donné de 8, l’axe Os étant dirigé suivant la 
normale intérieure à @. Les coordonnées a, b et c d'un point courant 
de S satisfont à une équation 


(23) c= D(a, b) 


dès que a et b sont assez voisins de zéro, ® étant une fonction dont les 
dérivées existent et remplissent des conditions de Lipschitz; nous 
attachons alors au point actuellement pris pour origine la fonction 
w*(a, b,c) =c— (a, b). En outre, nous attribuons un poids à cette 
fonction : soit, pour un instant, R une Jongueur telle que la rela- 
tion (23) soit valable pour Va? + 6° R, et qui soit inférieure à la 
distance entre l’actuelle origine des coordonnées et tout point de S 
dont les coordonnées ne satisfont pas à (23); alors le poids attribué à 4* 
en le pont (a, b, c) sera (1—r°R 2) pour Va’ + b+c=r<R, 
et zéro pour r2R; on remarque que les dérivées de ce poids remplissent 
une condition de Lipschitz avec l’exposant un. Recommencons ces 
opérations en un certain nombre fini de points de S, de façon qu’en 
tout point de @+ S assez voisin de S une au moins des fonctions «* 
formées ait un poids positif; exprimons toutes ces fonctions #* à l’aide 
d'un même système de coordonnées. Comme il peut rester dans @ des 
points où aucune de ces fonctions «* n’ait un poids positif, choisissons 
un nombre fini de sphères intérieures à (, de facon que chaque point 
restant soit intérieur à au moins une d'elles; si R’ est le rayon d’une 
de ces sphères, le poids en tout point situé à une distance r du centre 
sera (1—7*R"?) pourr< CH’, et séro pour r2 R'; la fonction continue 
positive à laquelle ce poids est attribué est choisie arbitrairement 
(on peut la prendre constante ); nous nommons aussi 4* ces nouvelles 
fonctions. Alors en tout point de ® +8 une fonction «*, au moins, 
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aun poids positif; nous définissons qu’en chaque point Q la fonction ww 
est la moyenne pondérée des fonctions n*. Une autre fonction w a été 
indiquée dans le travail cité au début de ce chapitre, où elle était 
nommée — ww (loc. cit., Chap. II, § 2). 

Ayant formé une fonction , nous posons, en tout pointQde@+-8, 


2260 Ow ‘eis Ow ____ Ow ent St Ow ’ Ow Ow 
cr ie» dé mination Soar FE ies oe a Ones dc. 


Puis, dans les définitions des fonctions 6 et A, ($ 1), nous rempla- 
cons les constantes a, 3, y et A par les fonctions x(Q), 8(Q), y(Q) 
et h(Q) qui viennent d’être définies; nous en faisons autant dans les 
définitions de A, et de A,, et nous divisons les résultats respectivement 


a — eee 
par yx? + 8°+ y" et par ¥x°+ 8°+ y*. Nous nommons H,(P, Q) ce 
que devient la fonction H par ces remplacements. Soient maintenant «, 
et R deux constantes positives assez petites. Nous posons 


HACPA Q) ® [or (QO) Sey], 
2 y — 1" (O 2 (O\/— ow , 
RUE TH (PQ) REA (A cos y [er Sov (Q)S 2e], 
Fe \ 
F(A:)cosu fr (O)>2ar, : 
H (P.O pi PO7P RPE). - (POSER). 
(P.Q)=j ee 


PQ désigne la distance entre les deux points. R et w, étant assez 
petits, on démontre les propriétés suivantes (loc. czt., Chap. IF, § 4): 

1° H(P, Q) et ses dérivées premières et secondes par rapport aux 
coordonnées de P sont continus par rapport à P et à Q quand ces deux 
points appartiennent à @ + S et sont distincts; 

2°-quand P et Q tendent vers un mème point-limite situé dans «, 
le quotient de H(P, Q) par WA, ) cosy. tend vers un; 

3° en désignant par p et par » certaines constantes positives J, 


nous avons 


/POp=3 On, 

FHP. (es OCP Ql) | (quel que SPAS 
4 INOGANROE, ere (pour APO >1): “ 

he (Pees) (quel que soit PO). 


) RON 
OIT(I 42) 1 Or 4) POr+1e—YkPQ (pour KPO She 
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FY et Ol désignent les premiers membres de (21) et de (22), et ces 
opérations portent ici sur P. . 


Si alors nous cherchons la fonction inconnue 4 parmi les fonctions 
(3) () 
(23) ye)=— f H(P, Q) u(Q) dea + f H(P, Q)»(Q) dag. 
‘@ “Ss 


où w et ¢ sont deux fonctions inconnues, lès équations (21) et (22) se 
traduisent par le système d’équations intégrales 


A (3 


(4) u(P )— f 


a 


(3) (2) 
(291), (Ps) f © HP, Q)u(Q)dra+ [| 6 H(P;, Q)r(Q) dog= (Pi). 
@ S 


) (2) 
FH(P, Qu(Qdra+ f 3 H(P , Q)0(Q)dog=/(P ), 


dont la première doit être satisfaite quel que soit P dans , et la 
seconde, quel que soit P, sur S. On démontre que ce système obéit 
aux théorèmes de Fredholm (loc. cit., Chap. II, § 5). Si wu varie dans 
un ensemble borné et fermé, en tout point duquel ona |2u,|< 7, ce 
système a une et une seule solution dès que la constante positive k est 
assez grande (doc. cit., Chap. II, $ 6). Quand ce système a une et une 
seule solution. ona 
(3) 


ois UD G(P, QVS(Q) dr + f GP. Q) 9(Q) dae, 
AY 


(49) 


où G est ce qu’on nomme la fonction de Green du problème (' ). 


(') G(P, Q) est holomorphe par rapport aux coordonnées de P et de Q quand ces deux 
points appartiennent à @ et sont distincts. Pour limiter ses dérivées jusqu’à l’ordre n—1, 
et pour trouver des cas où les dérivées d’ordre n — 2 restent continues sur S, nous 
pouvons remplacer la première fonction «* du texte par celle que définit l'équation 


9 
(2) 5 


aH Sf ; FRE VER gh SE 
TORT (qe Dr, y) V(x — a+ (y —0) 


w* 
< loge!) ——————————— d(x, yay =r, 
V7 —u)?+(y¥— 6)? 

où les constantes pet q remplissent les conditions p > net q 2 n, et l'intégrale est étendue 
au Champ (x —a)?*+ (y— 6)? < w*?; pour w*= 0, le premier membre se réduit à 
Pi. b) ol sa dérivée par rapport à w* est égale à un, de sorte que la fonction impli- 
cite w*(a, 6, c) est bien définie. En outre, le poids sera remplacé par (1 — r?2R-2)1+1, 
et les définitions de Hy, de H, et de H seront modifiées de façons analogues. 
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SI 
SI 


On peut établir que si & est assez grand, on a non seulement 
n(27) Fr GP OŸ =o et 8 GP), Oy]; 


mais aussi, quels que soient Q dans Met Q, sur S, 
(28) Fa GP, 0) 0 et ZAG( P,) 004 


où l'opération Z se déduit de 0 en y remplaçant à par — 1. Pour cela, 
on forme la fonction de Green relative aux opérations et Z. et l’on 
applique la formule de réciprocité (20). 

En appliquant alors la formule (20) aux fonctions L(Q) et G(P, Q), 
relativement au point Q dans le champ ®, on prouve que si & est assez 
grand, la fonction Y exprimée par ( 26) est laseule solution du problème. 

Dans les cas où la compatibilité du système [(24), (25)] est dou- 
teuse, soit #, un nombre positif assez grand pour que, en remplaçant & 
par #,, la fonction de Green G, correspondante existe et jouisse des 
propriétés analogues à (28). Alors on peut poser 
(29) (PRP) 254+ { G;(P. Qué [| G,(P. Q)o(Q) dag; 

wey Ss 
l’équation (22) est alors satisfaite quelle que soit la fonction inconnue u, 
et l’équation (21) se traduit par 


(3) 
(30) u(P)— (HA) f G,(P, Q) u(Q) do 
i @ 


2) 
= HP) — (=) f GP, Q)9(Q) de 
Po} 


Le probleme est alors équivalent à l'équation (30) : si cette équation 
est incompatible, le problème l’est aussi; on peut ajouter qu'à deux 
solutions distinctes de (30) correspondent deux fonctions d distinctes. 
De la résulte aisément que si G existe, cette fonction jouit toujours des 
propriétés (28). 

Remarquons enfin que la fonction G est holomorphe par rapport à u., 
excepté pour les valeurs telles que le problème soit incompatible ou 
indéterminé; ces dernières valeurs de u sont des pôles pour G. 


7. Équations du problème des petits mouvements. — Nous abordons 
enfin le problème des petits mouvements, sous la forme où nous 
l'avons amené dans le Chapitre I. Nous supposons que 4 varie sur un 


78 GEORGES GIRAUD. 


ensemble tel que la borne inférieure de la valeur absolue de la diffé- 
rence entre À et les nombres de l'intervalle réel (— 2w, 2) soit posi- 
tive; nous n’étudions donc pas les mouvements qui admettraient une 
plus courte période au moins égale à la moitié de celle de la rotation. 
Nous posons alors 


(31) A tangy. = 270), 


et nous choisissons pour 1=u,+ 7c. la détermination telle qu'on 
ait 2|u,, <7 (sans égalité). Alors l’équation (4) du Chapitre I 
devient 

au où ay 


(se dx? dy? O32 = mie 


et l'opération © du Chapitre I se confond avec celle du paragraphe pré- 
cédent. Nous désignons par @ le domaine occupé par le liquide 
homogène dans la position d'équilibre, et par S la somme de la surface 
libre d'équilibre, S(2), et de la surface d'équilibre du noyau, S(1). 
Nous choisissons la constante positive / assez grande pour que la 
fonction de Green de notre second probleme préliminaire existe quel 
que soit À dans l’ensemble donné; c’est possible, car x reste borné et 
la borne inférieure de 7—2|u,| est >o. Alors cette fonction de 
Green G(P, Q; u) est holomorphe par rapport à 1. En posant Ov = ¢, 
nous avons, d’après la formule de ro 


(3) == Ke ie GCP, On ayo yaa f GP, O8 4) 260 \dag. 
Alors l’équation (4) du Chapitre I est traduite par cette équation (33). 
où figurent les deux inconnues ¥ et ¢. Les équations (11) et (12) du 
Chapitre I sont traduites par une équation 


,() 


I 2 
34 1) I en OYE L({ 
(o4) (4) = it A (P, J; p)Y(D) dz 


1 nee D(P,) 
a Kear : 
sail As (Pa Qi) Ae Nog Sa sin? a Te sin? ft | 


où P, est un point courant de S;les fonctions K,, K, et ® (qui different 
des fonctions ainsi nommées dans le paragraphe 6 du Chapitre I) et 
les fonctions c, ont les expressions suivantes quand P, appartient 
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26, Gt 08; ea ory, 


1 —*Arl(yvy 3 - 2 
Cy 40? (yy — Bs), C;= 4w* (as — Ya), CG = hw (Ba— ay), D — 0; 


quand P, appartient à S(2), les expressions de ces fonctions sont les 
suivantes : 


K,(P,, Q; p) =— 449 1G(P;, Q; p), ® = — fw? 91%, 
Aw? o? sin? > ; 
aah -- COPAOE a 
K:(Pi Q;p)= EN rime le ere 
— 4w*g-*G(P,, Q; p) PO sur sit 
4w? OV, hw? AV, ,@? OV; 
eee ge Ce ar) et oe 
eae Sy aa OV: = a AV, ONG 
pir fs (= Oy J Os ) cs 2 rn a)’ 


to ell OV; à ‘ad 
PST Oy dl Oy 


Enfin |’équation (18 +m) du Chapitre lLémnex,.5:5.01) SOULrAGAIE 
par l'équation | 


(34 + m) SY amn (pe) In + 


r= 
(2 (2) 


+f Om do + sinty. f T= Bay A aaa ©): 
Su) /Ss() 


où les b, etles 9,, sont les fonctions connues ainsi désignées dans le 
paragraphe 5 du Chapitre I; les a4,,(4) sont ce que deviennent 
les a, , (À) du même passage, quand on les exprime en fonctions de 1, 
et par suite ce sont des polynomes du second degré en coty; 
enfin 7, sin?u est ce que devient la fonction vy, du même passage. 
Notre problème est donc ramené au système des équations (33) à (40), 
où figurent les inconnues detail Lines 6). 

Par rapport aux inconnues v et ¢, les équations (33) et (34) sont 
comprises dans la théorie de Fredholm; il y aurait exception 
pour u — 0, mais, d’après (31), cette valeur ne se présente pas. Toutes 
les fonctions données sont holomorphes par rapport à y.. Nous .pou- 
vons donc appliquer les résultats qui concernent le cas où le para- 
mètre figure de cette facon. Nous reconnaissons alors que le système 

Ex 


16) 
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des équations.(33) à (40) appartient à un type général déjà traité ("). 

Si u! appartient à notre ensemble de valeurs de p., cette méthode 
générale enseigne à former éventuellement certaines paires de fonc- 
tions [Ÿ,(P; u), ,(P,; 4)], holomorphes en yp’ et dans un voisinage 
fixe quand P varie dans ® +S et P, sur S, et parmi lesquelles il peut 
y en avoir r'(r—1, ..., 7”) qui constituent, quel que soit assez 
voisin de u’, des solutions du système d'équations homogènes 


(3) (2) 
(41) bP) — f GP, Qs wr) da f G(P, Q; p)rr(Q) dog — 0. 
@ s 
(3) 
(42) sintpe,(P,)— f° Ki (Py, Q; p)4,(Q AQd— f° Ky (Ps, 03,2) 6>(Q)iageg = ee 
Ps : 


les 7” autres paires de fonctions (4,,+,) qu’on peut avoir à former 
(r=r'+1,...,7+7°"), sont telles que si elles sont introduites dans les 
premiers membres de (41) et de(42), les résultats sont identiquement 
nuls pour py. = uv’, mais non pour u. pw’; les7’+-r” paires de fonctions 
sont linéairement indépendantes; il peut arriver que 7’ ou 7” soient 
nuls. Si7’n’est pas nul, nous nommons s(r) l’ordre minimum du zéro 
que les premiers membres de (41) et de (42) ont au point u' pour une 
valeur donnée de r(r'<r£r'+7r"). D’après la méthode générale, nous 
formons encore r'+r” fonctions #,(P,;%)(r=1,...,7/ +7”) et deux 
fonctions R,(P, Q; u) et R,(P,. Q; uw), toutes ces nouvelles fonctions 
étant holomorphes en y’ et dans un voisinage fixe, de façon que, 
pour toute solution (4, ¢) des équations (33) et (34), on puisse écrire 


Ss 


(2) 
CF oan prong an Ri(P , Q: p) pam n(Q)—® 10) | eos 2steg 


n=T 


6 


O(P,) 1 fa à | 
(PNY = Su + Er R,(P;, Q; p-) “olden — ee] dog+ Ë,h,v,(P: 


n=A 


(1) Bull. Sciences math, LXIV, 1940, p. 225-244 (errata, P. 298), et suite sous 
presse dans le même Bulletin; spécialement § 11. 
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où les À, ne dépendent que de u. Remplacons aussi et ¢ par les 
expressions (43) et (44) dans les équations (35) à (40); soit (46 + m) 
ce que devient ainsi l’équation (34+ m) pour 1<m<6. La résolution 
du système des équations (33) à (40) est alors ramenée, pour p assez 
voisin de x’, à celle du système des r’+ r’+ 6 équations (45) à (52), 
linéaires par rapport aux 7+ "+6 inconnues À, et qn, qui sont des 
constantes quand yu est donné; toute solution du système [(33) à (40)] 
est ainsi obtenue, et d’une seule facon. 

Soit r'+r"+ 6 — 7 l'ordre maximum des déterminants non iden- 
tiquement nuls déduits du tableau des coefficients des inconnues dans 
ces équations, quand uw varie (720). Pour / —o, le petit mouvement 
cherché existe; il se réduit au repos quand ¥ est nul. Si ; n’est pas 
nul, nous avons à vérifier 7 conditions linéaires de compatibilité (peut- 
être non toutes distinctes), relatives aux seconds membres des équa- 
tions (34) à (40); si ces conditions sont remplies, et en particulier 
si ® est identiquement nul et que, par suite, les constantes b,, soient 
nulles, le petit mouvement cherché existe et dépend de / constantes 
arbitraires. Il y a exception quand la valeur de & est telle que l’ordre 
du déterminant principal des équations (45) à (52) soit inférieur 
à r'+r+6— j; alors on dit que y prend une valeur propre, et le 
nombre des constantes arbitraires dont dépend la solution générale, 
quand elle existe, est supérieur à y. 

Ces raisonnements n’excluent donc pas que, pour pv. assez voisin 
de u’, il y ait toujours de petits mouvements libres (Ÿ —0). Si 7 est 
le nombre minimum des petits mouvements libres linéairement indé- 
pendants quand w est assez voisin de 4’, on trouve le même nombre / 
pour le voisinage de tout autre point x”, car, d’une part, un chemin 
joignant pv’ à uw” est intérieur à l’ensemble recouvert par un nombre 
fini de cercles dans chacun desquels les raisonnements s'appliquent, 
et, d'autre part, il est évident que / est le même dans deux cercles qui 
ont une partie commune. Ajoutons toutefois que l'existence de cas où 7 
ne serait pas nul n’est pas démontrée. 

D'après ces raisonnements, les valeurs propres de y. n'ont certaine- 
ment aucun point d’accumulation dans l’ensemble défini au début 
(ensemble qui ne contient pas le point zéro). Donc les valeurs corres- 
pondantes de À ne peuvent avoir de point d’accumulation à distance 
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finie que dans l'intervalle réel (— 2, 2m), auquel ces raisonnements 
ne s'appliquent pas (pour cet intervalle, on aurait 24.,=—= 7). 

St, pour la position d'équilibre relatif au voisinage de laquelle nous 
étudions les petits mouvements du corps tournant, l'énergie de ce 
corps atteint un minimum relatif, ul est certain que j est nul et que toutes 
les valeurs propres de vu. sont purement imaginaires, de façon que les 
valeurs correspondantes de X soient réelles. En effet, l'énergie reste con- 
stante pendant le petit mouvement; or, si JA était > 0, la différence, 
non nulle initialement, entre l'énergie du corps et celle de la dispo- 
sition d'équilibre, tendrait vers zéro quand ¢ croit indéfiniment; si JA 
était <Co, c'est en remontant à un passé infiniment lointain qu'on 
ferait tendre cette différence vers zéro. Cela s'applique notamment à 
un exemple étudié récemment ('). 


(1) Bull. Sciences math., LXIV, 1940, p. 268-298, spécialement § 17. 
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INTRODUCTION. 


Une fonction analytique f(x, y) supposée holomorphe dans un 
domaine de l’espace à quatre dimensions qui contient à son intérieur 
la région plane æCd, y= yp, peut y être développée sous la forme 


(1) f(æ, ¥)= ZA (+) (y= 70)” 


et la série écrite lui fait correspondre une suite A,(a) de fonctions 
holomorphes dans d dont les propriétés sont liées à celles de f(a, y). 
Cette remarque est à l'origine de la méthode suivie; toutefois ce n’est 
pas la suite A,(æ) elle-même que nous avons fait intervenir, mais 
certaines suites de fonctions sous-harmoniques qui s’en déduisent et 
sont de la forme 
Un(e) = sy lo l'An (æ) | 

où o(n) est une fonction choisie dans chaque cas étudié de manière 
que la suite U,(æ) soit bornée dans son ensemble à l’intérieur de d. 

Un lien qui nous semble intime entre la théorie des fonctions sous- 
harmoniques de variables réelles et celle des fonctions analytiques de 
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deux variables complexes, nous a permis de traiter par une même 
méthode des problèmes en apparence éloignés. Les uns sont relatifs à 
la description de certaines singularités situées à distance finie, 
pour laquelle les fonctions sous-harmoniques sont un instrument 
commode et précis. Les autres constituent une étude des fonctions 
entières f(a, y) et de leur croissance. Cette étude nous est d’ailleurs 
apparue comme un cas particulier d’un problème plus général qui est 
l'examen du comportement d’une fonction analytique au voisinage des 
différents points d’une variété caractéristique singulière, et l'ensemble 
des théorèmes obtenus au Chapitre IT exprime, quant à la croissance, 
un principe comparable à la continuité des singularités à distance 
finie, quoique d'expression plus complexe. 


Sommaire. — Après quelques préliminaires destinés à relier ce 
mémoire aux importants travaux que Hartogs a consacrés aux 
séries (1), le Chapitre I étudie la fonetion, en général complètement 


discontinue, U(æ)—limU,(æ) et la fonction semi-continue supé- 


rieurement V(æ)—limU(x'). D'après Hartogs lorsque o(n)—n, la fonc- 
CC 


tion V(a) détermine le domaine H de convergence uniforme de (1) : 
H est un domaine semi-cerclé défini par a Cd, |vy—yo|< R(a). La 
fonction V(æ) = — logR(2) est sous-harmonique. Nous établissons 
ce dernier résultat, qui doit être considéré comme déjà acquis par le 
mémoire de Hartogs ('), d’une manière valable pour une suite de 
fonctions sous-harmoniques de forme quelconque. Les points +;, où 
l'on a U(æx;) << V(x;), sont les projections de couronnes planes (épines) 
appartenant à l'ensemble des variétés caractéristiques sur lesquelles 
f(x, y) peut être prolongée à travers son ensemble singulier comme 
fonction analytique d’une seule variable. Si les masses des U,,(a) 
convergent vers une fonction limite d’ensemble, ces points forment 
un ensemble de capacité intérieure nulle. Dans le cas général, il en 
est encore ainsi des épines de longueur infinie correspondant aux 
valeurs æ;, pour lesquelles /(2;, y) est une fonction entière en y. 


(1) Math. Annalen, 62, p. 1. De ce fail, le mémoire se trouve contenir des exemples 
remarquables de singularités compatibles avee la sous-harmonicité d’une fonction, singu- 
larités dont l'étude systématique est toute récente. 
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Le Chapitre II montre que la classe des fonctions sous-harmoniques 
de variables réelles est un instrument analytique adapté à l’étude de 
l’ensemble singulier S de /(æ, y). Partant d’un domaine H indiqué 
plus haut et défini à partir d’une fonction sous-harmonique donnée 
quelconque V(a), nous construisons une série (1) dont H est le 
domaine de convergence uniforme. Le développement obtenu est 
lacunaire (et peut, du reste, l'être autant qu'on le désire), de sorte 
que /(æ, y) n’est pas prolongeable hors de H : la sous-harmonicité de 
— logR(æx) suffit pour que H soit domaine d’holomorphie et même 
de méromorphie, à l'exclusion des conditions auxiliaires (telles 
que l'existence d’un laplacien continu) admises dans les travaux 
antérieurs. L'emploi d’une classe de fonctions semi-continues 
est d’ailleurs une conséquence naturelle du fait que S est un 
ensemble fermé. Signalons que le passage d’un domaine de conver- 
gence H à un domaine d’holomorphie, qui s'effectue dans notre travail 
grace aux propriétés des séries lacunaires d’une variable, relève éga- 
lement d’un théorème général établi par d’autres méthodes dans un 
mémoire de MM. H. Cartan et P. Thullen ('). Les résultats établis 
nous montrent ensuite comment toute précision descriptive apportée 
à la connaissance de certains ensembles plans permet de préciser le 
principe de continuité des singularités de /(a, y). 

L'étude se poursuit par l'examen de cas d’harmonicité en a de la 
fonction logR(æ, y) obtenue en faisant varier la valeur centrale y, du 
développement (1). Dans un cas très général les régions F, à travers 
lesquelles f(x, y) est prolongeable, sont limitées par des variétés 
définies par des fonctions analytiques des coordonnées réelles de K,. 
Dans un cas plus restreint, si 0 est l'argument du premier point singu- 
lier de f(x, y) rencontré sur chacun des cercles y—y, = R(æ) à 
partir d'un point d’argument constant supposé point de régularité, la 
fonction 0(æ) est de plus sous-harmonique de 2. Précisant encore les 
hypothèses, nous envisageons le cas où la fonction logR (a, y) est 
doublement harmonique en x et en y dans un domaine de E,; cette 
hypothèse entraine sa biharmonicité. Elle ne peut être réalisée que 
dans un domaine portant sur sa frontière une variété caractéristique W 
le id et 

(1) Math. Annalen, t. 106, 1932, p. 638, théorème 10. 
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de points singuliers en position d’aréte saillante par rapport aux 
points singuliers voisins. L’équation de W se calcule effectivement. 
On sait inversement qu'une variété W, qui est l'intersection de deux 
hypersurfaces non tangentes d'équations =o, Yo, ? et Ÿ étant 
deux fois continüment dérivables, est une variété caractéristique dès 
qu'elle appartient à S et que dans son voisinage les trois régions, où 
l’on a soit 9 Lo, soit) <0, ne contiennent que des points réguliers. 
Revenant sur cette question, nous avons considéré le problème des 
arêtes comme la recherche des conditions minima et géométriques 
portant sur W et S pour que ce résultat soit acquis. Nous appelons 
ensemble des arétes le sous-ensemble de S en lequel la partie bilaté- 
rale du faisceau dérivé laisse échapper un plan caractéristique et nous 
montrons, en établissant la biharmonicité de logR (a, y), qu’une res- 
triction, également de nature géométrique, suffit pour que les variétés 
en infinité dénombrable, dont se compose cet ensemble, soient des 
variétés caractéristiques. 

Le Chapitre HI revient sur le cas, laissé de côté, où /(æ, y) n’a 
aucune singularité à distance finie au-dessus de d, c’est-à-dire dans le 
domaine x Cd, |y|<{ æ. Ala recherche de singularités se substitue 
l'étude des croissances comparées de la classe de fonctions entières 
en y obtenues en laissant æ constant. Nous avons montré l'intérêt de 
ce problème en le rattachant à d’autres questions : le théorème de 
continuité nous apprend que la présence d’un seul point singulier M 
sur une variété caractéristique W entraine que tous les points de W 
soient singuliers, tant que cette variété reste plongée dans un domaine 
dont tous les points étrangers à W sont des points de régularité. Le 
théorème de continuité a-t-il un équivalent en ce qui concerne la 
croissance, et le comportement de f(a, y) demeure-t-il sensiblement 
le même au voisinage des différents points de W? Nous montrons 
l'équivalence entre le problème indiqué plus haut et celui-ci; la 
réponse à la question est positive, si toutefois on élimine certaines 
particularités bien définies qui n'apparaissent que pour un ensemble 
de points de capacité intérieure nulle sur W. 

Les fonctions entières de deux variables possèdent l’ensemble S le 
plus simple possible, puisqu'il se compose des deux variétés x =~, 
Y = 2. ‘ 
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Les paragraphes 3, 4 et 5 de ce Chapitre sont consacrés à l'étude de 
leur croissance. La méthode employée dans ce travail nous a permis 
d'obtenir des résultats très complets. 

Nous donnons, chemin faisant, une définition générale et de carac- 
tère géométrique de la croissance totale introduite par M. É. Borel. 
Une classe assez particulière de fonctions d'ordre total fini avait été 
étudiée par M. J. Sire : en fait l'étude de la croissance de f(x, y) en y 
peut être, dans ce cas, poussée jusqu'au type qui reste constant, sauf 
sur un ensemble de valeurs données à +, qui est de capacité intérieure 
nulle. 

Nous avons limité en fonction de la croissance l'aire des variétés 
d'équation f(x, y) — a = o dans un dicylindre, en utilisant une pro- 
priété des projections de cette aire sur les plans des deux variables 
complexes. | 

Nous terminons ce travail par une application au problème suivant : 
sur quel ensemble de valeurs x; dans le plan, l'équation f(x;, y) —0, 
où y est l’inconnue, peut-elle n'avoir aucune racine? D'un résultat 
antérieur découle presque immédiatement qu'un tel ensemble est de 
capacité intérieure nulle, ce qui précise une question posée par 
M. G. Julia concernant le type de cet ensemble. D'autre part, appelant 
n(x;, r')le nombre des racines de l’équation /(x;, y) — 0, qui sont de 
modules inférieurs à 7’, nous avons constaté que n(x, r’) peut être, 
pour la plupart des points x;, d’un ordre de croissance (supposé fini) 
égale à ¢ et seulement d'ordre ¢ — « sur un ensemble exceptionnel de 
capacité intérieure nulle, mais ayant la puissance du continu. Ce 
résultat montre quelles difficultés nouvelles séparent l'étude d’une 
relation entière de type général de celle d’une relation linéaire ou 
mème algébrique, mais de degré déterminé en æ. 

J'apporte ici l'expression de ma respectueuse et profonde reconnais- 
sance à M. Paul Montel pour l'intérêt très bienveillant qu'il n’a cessé 
de porter à mes recherches. Je remercie très vivement M. Arnaud 
Denjoy pour la sympathie qu'il a bien voulu me témoigner. M. Georges 
Valiron m'a apporté à différentes reprises de précieux encouragements 
dans la préparation de ce travail. Qu'il veuille bien trouver ici l’expres- 
sion de toute ma gratitude. 
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CHAPITRE 1. 


SUITE DE FONCTIONS SOUS-HARMONIQUES DEDUITE D'UNE FONCTION HOLOMORPHE /(2, J). 


Soient x et y deux variables complexes 


(tn) L=U + LU. V= Ua + ls 


u,, Us, Ux, u, sont les coordonnées réelles d’un espace euclidien E, a 
quatre dimensions. Les formules (1) nous imposent d'établir un 
ordre bien déterminé entre elles pour passer aux valeurs x et y que 
nous considérons comme les coordonnées complexes d’un point de E,. 

La distance de deux points A[a, y] et A'[x', y’| de E, est définie par 


=} 


Une fonction analytique f(x, y) des variables x, y est donnée au 
voisinage d’un point P| a,, y, | par un développement de Taylor 


(2) Iie, 7) > Ann(X — Ly)" (Y Swe)" 


m,n 


Ce développement est assujetti & une condition de convergence : 
la série double obtenue en remplacant dans (2) chaque terme par | 
son module, doit converger pour | æ—x,|=r, >0,|y—y,|=r>o. 
Cette condition assure la convergence uniforme de (2) par rapport a 
l'ensemble des variables æ, y, tant que le point P[æx, y] demeure 
à l’intérieur d’un dicylindre de centre P, défini par les inéga- 
lités :æ—x,|<r,, |y—y,|Sr, les nombres r et 7, étant inférieurs 
respectivement aux nombres 7, et r,. Les dérivés partielles de f(x, y) 
sont alors définies dans le même domaine par les séries dérivées 
de {2)et permettent d'exprimer les coefficients a. 

On passe, par prolongement analytique le long d’une ligne poly- 
gonale de E,, de l’élément de centre P, à une infinité d'éléments de 
méme forme : l'opération poursuivie tant qu'elle est possible définit 
d'une manière théorique en même temps la fonction f(a, y) et un 
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domaine D qui est son domaine d’existence dans E,. Le domaine D est 
univalent si deux éléments différents ont toujours des supports 
différents dans E,; sinon, le domaine d’existence de f(x, y) est dit 
multivalent. Nous n’aurons a utiliser dans la suite que des domaines 
univalents. De plus, tous les domaines seront supposés bornés, sauf 
indication contraire. Nous appellerons S l’ensemble complémentaire 
de D, c’est-à-dire l’ensemble des points en lesquels f(a, y) est ou 
singulière ou non définie. 

Les propriétés des séries doubles absolument convergentes per- 
mettent d’ordonner le développement de Taylor (2) suivant les puis- 
sances croissantes de y — y, sous la forme 


(3) Fe Y)V=ZA a; Va Vo) 


Ce nouveau développement, auquel nous donnerons le nom de 
série de Hartogs, de la fonction f(x, y), est, comme le précédent, 
uniformément convergent en x, y dans le dicylindre de centre P,, 
de rayons 7, r,. 

Soit y le cercle [a= -az,,|y —y,|=e <7, ] 

ol} I(x, ¥) 41 Of Li, Jo) 
(4) an SUA ines oy Nie ao 1 4 d) En dy" 

Les coefficients du développement (3) obtenus tout d’abord à 
partir de (2) sont donnés par (4); ils sont donc indépendants de ay. 
Ils constituent, si l’on donne à y, une valeur constante, une famille 
de fonctions analytiques définies dans chacun des domaines ouverts: 
dont se compose l'intersection du domaine D avec le plan y = y,. 


? TAG Pte, 
Notations. — Nous noterons 9,(2, y)= ae les dérivées 


partielles en y de la fonction f(a, y), avec 
An(a, Y= pente, y) et Un (ey) = Flog] Anes 7) |- 


Nous écrirons encore A,(æ), U,(x)a la place de A,(x, Yo), U,(x, 7) 
quand nous étudierons ces fonctions dans un plan y = yy. 

De (4), découlent deux propriétés remarquables tres simples de la 
suite des dérivées partielles de f(x, y) prises par rapport à l’une des 
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variables lorsque l’on considère ces dérivées dans un domaine d’holo- 
morphie de la fonction. 


Tuéorème 1. — Si f(x, y) est holomorphe dans le domaine ouvert et 
borné D de E, dans tout domaine fermé A intérieur à D, les fonctions 
U,(x, y) sont bornées dans leur ensemble par un nombre qui ne dépend 


que de f(x, y) et de A. 


x 


La démonstration résulte d’une majoration uniforme par rapport 
à x déduite de (4). Toutefois, il nous faut choisir pour chaque valeur 
de x le contour d'intégration de manière que sa longueur demeure 
bornée uniformément quel que soit x. 


Soit 6, la plus courte distance de A à la frontière de D et soit 2, = = 


Établissons dans E, un réseau constitué à partir d’un sommet arbi- 
traire en menant les variétés planes parallèles aux variétés coordon- 
nées et distantes de ¢,. Soient D’ le domaine constitué par tous les 
parallélotopes du réseau qui sont entièrement contenus dans D, et 
dont les contigus le sont aussi, G(x) l'intersection de D’ par un 
plan P(x) d'équation æ—const., T(x) l'intersection de A par le 
même plan : (x) est contenu dans C(x) et la distance d’un point 
de T(a) à la frontière de C(a)est au moins 103,—46,—62,. Un 
domaine de F(x) porté par P(x) est done contenu dans un domaine 
de C(x) et séparé de la frontière de celui-ci par une chaine de carrés 
traces des parallélotopes du réseau sur P(x); dans le domaine 
Cir) —F(x), on peut done construire, en empruntant seulement des 
côtés de ces carrés, des lignes polygonales fermées C. qui restent à 
distance 2, au moins à la fois de P(x) et de la frontière de C(x) 
et enferment à leur intérieur chacun des domaines de T(x). 
L'intégrale 


(4!) ANA Hea [ Jæ, 5) de 


207 Je, (& of 4 

où y appartient à T(x) nous donne la majoration cherchée. La 
longueur totale des contours C, est en effet au plus 4N2, ; le nombre 
total N des carrés contenus dans P(.x) et contenant un point de D est 


: re ASS eee : 
au plus égal a ( | » K étant une borne du diamètre de D. Si M(4,) 


CR 
en 
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désigne une borne de | f(x, y)| sur le sous-domaine D’ de D, on aura, 
Arend le point [x, y] sera contenu dans A, 


4k? M(à;) 
| An( 2, Hess FE à ? 
(5) Up. y) <—logd, + À, 


= logM(0,) + 2 log2K — log(27 62), ! 
ce qui démontre l’énoncé. 


Remarque. — Si au lieu de poser 6 =10¢,, on posed =(p+10)4,, 
e > 0, on obtient 


ru 
Ua(x, y) <— log(1+¢,)d+ Ei 
avec: 
10 
Ep 1 + vik W’ = log2k?+ 2 log(1+ ¢,) + logM(d,) — logré. 


Qn en conclut, en prenant p suffisamment grand, que, quel que 
soit e > 0, l'inégalité 
(6) | U, (zx, y) <— logd — € 


est vérifiée à partir d’une certaine valeur de n, quand [x, y] est 
intérieur à A. Dans ces conditions, la borne de l’énoncé pourra être 
prise aussi voisine qu’on le voudra de — logs, © étant la distance 
de A à l’ensemble S des points où f(x, y) est singulière ou non 
définie. 

La propriété peut encore être énoncée : 


Dans un domaine intérieur au domaine d’holomorphie les dérivées 
partielles 2,(x, y) de la fonction vérifient une inégalité de la forme 


(à \ [Qa(r, y) |<! AB. 
A peut être pris aussi voisin de 1, B aussi voisin de x? qu’on le veut, 
pourvu que 7 soit assez grand. 

En particulier, pour y = Yo, les coefficients du demeloppemend (3) 
vérifient la condition 
oy) | An(x) |< AB". 
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Réciproque. — Donnons-nous une suite de fonctions holomorphes 
A,(æ) définies dans un domaine æ € d et y satisfaisant à une condi- 
tion (7'). Le développement (3) converge uniformément par rapport 
à l’ensemble des variables x, y quand le point [x, y] reste contenu 
dans un domaine intérieur au domaine A produit topologique du 


domaine x C d par|y — yo|< 7 il est en effet majoré, dans ce cas, 


par une série convergente à termes positifs. Il représente donc une 
fonction analytique des deux variables complexes dans le domaine A, 
dont les dérivées o,(æ, y) pour y=yo, &æ Cd se réduisent aux 
fonctions n! A,(a). Nous pouvons énoncer : 


THéoRÈME 2. — Pour que les fonctions holomorphes f,(x) =n! A,(x) 
représentent les dérivées successives 0,(x, y) d'une fonction f(x, y) 
prises pour y= Yo, ul faut et il suffit que, dans tout domaine fermé du 


plan y=y, où elles sont définies, la suite U,(x) — = log | A,(æ)| soit 


uniformément bornée. 


2. Les fonctions U,(a, y) qui s'introduisent dans cette étude sont 
en x, comme en y, des fonctions sous-harmoniques continues. Par 
fonction sous-harmonique U(P), P étant un point variable dans un 
plan (représenté soit par la variable complexe a, soit par le couple 
réel w,, u,) nous entendons une fonction réelle satisfaisant aux condi- 
tions suivantes : 


a. elle est égale en tous points P à sa limite supérieure en ce 
point; 

6. à l'intérieur d’un contour C, elle est inférieure ou égale à toute 
fonction harmonique dans C qui la majore sur C. 


Les fonctions U,(x, y) déduites de la suite des dérivées DE, Vy 
constituent dans tout domaine fermé d’holomorphie de f(x, y), une 
famille de fonctions sous-harmoniques bornées, qu'on les considère 
comme fonctions de æ ou comme fonctions de y variant seuls. 

Une fonction sous-harmonique U(x) bornée, définie dans un 
domaine d, peut dans un sous-domaine d, de d se décomposer sous 
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la forme 


(8) Uie)=H(r) + [ dp(a)log|e— a 
dy 


, 


H(x) est une fonction harmonique à l'intérieur de d,, l'intégrale 
représente un potentiel da à des masses dont la distribution est 
définie dans d, par une fonction positive d'ensemble borélien u(e). 
Nous appellerons cette fonction d'ensemble la masse de la fonction 
sous-harmonique considérée. Cette appellation est justifiée par le fait 
que si l’on remplace d, par un domaine analogue d', les deux distri- 
butions obtenues coincident sur la partie commune de d, et ded’. 
La décomposition d’une fonction de la suite particulière 


Un(æ)= > log | An(#)| 


s’obtienten posant A,(x) = B,(x) H(a — a), les a’ étant tous les zéros 
de A,(a) dans d, et 


: de dy WV log la —a?|. 
os ens NS 


P 


aul 
n 


La fonction de masse u,(e) est définie en localisant la masse: 
point a*, p étant l’ordre de multiplicité du zéro a’. L'étude des 
masses des fonctions U,(a) dans d équivaut donc à celle des zéros 
des dérivées 2,(x, y) situés sur la région plane [x € d, y — yo |. 

Le théorème 1 entraine une conséquence relative aux masses 
totales u,(d) contenues dans un domaine fermé. Enoncons la pro- 
priété pour une suite de fonctions sous-harmoniques de forme 


quelconque : 
Tuéorème 3. — Soit U,(x) une suite de fonctions sous-harmoniques 


uniformément bornées dans le domaine fermé d. A tout domaine d, 
complètement intérieur à d correspondent deux nombres « et B tels que 


l’on ait 

(9) U,(x)<— % pn( di) + B. 

pour x contenu dans d,; x et 3 ne dépendent que de d, et de la borne M 
des U,(x) dans d. 
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Soit d'un domaine intermédiaire entred etd, dont le contour, tracé 
dans le domaine d— d, possède une tangente.qui varie continument, 
soit g(a, a) sa fonction de Green : si a est un point quelconque de d,, 
les fonctions — g(a, a) où æ est la variable, sont négatives pour x 
intérieur à d’. Tracons encore un contour intermédiaire y dans d’—d,, 
à distance positive de d,. Dans un voisinage de ce contour étranger 
à d,, les fonctions harmoniques négatives sont régulières. On peut” 
leur assigner sur y un maximum négatif —a indépendant du 
paramètre a lorsque celui-ci varie dans d,. On utilisera alors la 
décomposition 
(10) Une) =H, (2) — fd pala) ga a), 

d' 
où H,(æ) prend les mêmes valeurs que U,(a) sur y et est sa plus 
petite majorante harmonique sur d’, pour obtenir 


Un(z)£ — à pa(di) + M, 


dès que æ est intérieur à y et en particulier s’il est dans d,. L'iné- 
galité (9) est établie. 

Il en résulte que les fonctions U,(a) formées, ainsi qu'il a été 
indiqué, à partir de la suite des dérivées partielles de f(x, y) prises 
pour y=y, satisfont à (9) dans tout domaine d, intérieur à un 
domaine d d’intersection du domaine d’holomorphie D avec le plan 
v=y,- Dans ces conditions, deux éventualités sont possibles : 


a. ou bien u,(d,) +. Dans ces conditions U,(æx) tend vers — 2 
uniformément dans d,; la fonction de deux variables f(a, y) n’a pas 
de singularité dans la région x € d,, | y|<. a; les fonctions f(x,, y) 
où æ a une valeur fixée 2, intérieure à d, sont entières en y. 


b. ou bien lim u,(d,)=K, K étant fini. Dans ces conditions f(æ,,y) 
a des singularités à distance finie au-dessus du domaine a € d, et il 
en est de même de f(x, y). 


Plaçons-nous dans ce dernier cas : d’après la remarque qui précède 
le théorème 2, en un point x, de d,, on a, pour une suite infinie 
d'indice n, 


(11) Un, (0) 2 — log d — €, 
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à étant la plus courte distance des points du domaine [ae dyes 
à l’ensemble singulier S de f(a, y), distance prise parallèlement aux 
plans æ— const.; < est un nombre positif quelconque. On déduit, 
en comparant (9) et (11), 


(12) Yn. (41) $ ~[log do + ¢ — M]. 


R | 


On peut done énoncer : 


Tutorime 4. — La fonction f(x, y) étant holomorphe dans un voist- 
nage D du domaine plan fermé x € d, y =yo, si l'on désigne par v(n) 
le nombre des points d’intersection de la variété 9,(x, y) —o avec le 
plan y —Y qui sont situés sur d, dès qu'il existe une singularité de 
f(a, y) située à distance finie qui se projette sur le plan y = y, à l'inté- 
rieur ded, ona 
y(n) 


lim 
= jp 


<A, 


À étant une constante qui dépend essentiellement de la distance de 
l’ensemble S au domaine d, prise parallèlement au plan x = const. 


Si l’on a lim a 


=o, la fonction f(x, y) n'a aucune singularité 


au-dessus du domaine d à distance finte. 


Dans le cas où f(a, y) possède des singularités à distance finie 
au-dessus de d, la recherche de celles-ci à partir du développement (3) 


peut se faire en supprimant de (3) toutes les suites partielles pour 
y(n) ; 

WL 
que sur une suite de fonctions sous-harmoniques qui sont non 


seulement bornées, mais encore de masses:totales bornées dans leur 
ensemble. 

Nous reviendrons au Chapitre II sur cette étude. Mais nous pouvons 
conclure dés maintenant en ce qui concerne la convergence du déve- 
loppement de Hartogs c 
(3) Say) = Au) (7 — 90)". 


0 


lesquelles augmente indéfiniment : on est ainsi ramené à n’opérer 


« 


Dans le cas où les A,(x) sont les fonctions déduites des dérivées 
partielles 9,(2,y) d'une fonction supposée holomorphe dans le 


7 #k 
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voisinage d'un domaine [æCd, y = y,], tout domaine dicylindrique 
[æcd, ly—Nl< à | qui ne contient pas de points de S est, d’après 


la remarque qui suit le théorème 1 un domaine de convergence uni- 
forme. Donc, le domaine total de convergence uniforme du dévelop- 
pement de Hartogs, si l’on entend ainsi le domaine dont tout sous- 
domaine fermé est un domaine de convergence uniforme, est le plus 
grand domaine semi-cerclé (') défini par [2Cd, |y —y,| R(æ)]ne 
contenant pas de points de S. 

La fonction R(x) est donc la distance comptée parallèlement au 
plan 2 =o du point [ a, y, | de d à l’ensemble S; il y a sur chacun des 
cercles | a, |y —y,|—=R(x)| un point de cet ensemble. Nous retrou- 
vons ainsi simplement comme conséquence des propriétés de la suite 
des dérivées partielles considérées, une propriété essentielle (?) de 
la série de Hartogs d’une fonction de deux variables qui la rapproche 
du développement de Taylor d’une fonction d’une seule variable. 

La fonction R(z), qui définit pour x € dla frontière du domaine semi- 
cerclé de convergence uniforme, représente donc une distance paral- 
lélement à un plan fixe d’un point d'une région plane à l’ensemble 
fermé S. Elle est semi-continue inférieurement : sia’ >a, ona 


jim R(2’) HT) 


Dans le Mémoire fondamental cité, Hartogs a construit la fonc- 
tion R(a) à partir de la fonction e(x) rayon de convergence de la 
série de Taylor obtenue en donnant à x une valeur constante. On a 


— log 


go (0) = lim U, (a) =U(x). 


n— © 


Nous énoncerons sous la forme suivante un résultat qui découle, 
sans modification importante, de la démonstration de Hartogs : 


(1) Nous appelons domaine semi-cerclé, de plan de symétrie y = yo un domaine 
défini par le crochet, 4 élant une région connexe du plan y = yo, R(x) une fonction 
quelconque. 

(*) F. Harrocs, Math. Ann., t. 62, 1906, p. 1. Le résultat est énoncé par M. H. Cartan 
(Journal de Mathématiques, 1. 10, 1931, p. 36), et obtenu par une méthode différente. 


- 
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St les U,(@) sont des fonctions sous-harmoniques uniformément 
. bornées dans un domaine d ouvert, et si dans un sous-domaine d, de d 
on a U(æ)£A l'inégalité U,(x)£A+e, 2 > 0, est vérifiée pour 
n > N(e) quel que soit x pris dans le domaine d,. 


Cet énoncé entraine évidemment que R(x) soit égal à la borne 
inférieure de p(æ) au voisinage de la valeur considérée, ou encore, 
puisque p(æ)2R(x), que l'on ait R(æ) = lime(2’). 

wr 


Définition. — Nous appellerons régularisée de la limite supérieure 


U(æ)= limU, (), la fonction 


=» 


V(x) = lim U(z’). 


a" à 


Le théorème de Hartogs entraine alors la propriété suivante : 


Le domaine de convergence uniforme du développement de Hartogs 
est déterminé par |y —y,|<e ‘“", V(x) étant la régularisée de la 
limite supérieure de la suite U,(x). 


Remarque. — L'inégalité ¢(x)2R(a) entrainant U(æ)<V(æ), la 
-régularisée de U(x) est en même temps sa plus petite majorante 
semi-continue supérieurement. La propriété U(x)<V(æx) est en 
défaut pour une suite de fonctions continues quelconques, comme le 
montrent des exemples simples. Mais elle subsiste pour une suite de 
fonctions sous-harmoniques de forme quelconque : 


THéORÈME 5. — Sz U,(x) est une suite de fonctions sous-harmoniques 
bornées dans d la limite supérieure U(x) de la suite et sa régularisée V (x) 
satis font à l'inégalité U(x)<V(x) en tout point intérieur à d. 


Sinon, il existerait un point x,Cd en lequel on aurait simul- 
tanément V(x,) = A, U(x,)2A +e, e > 0. Il existe alors une suite 
partielle infinie d'indices », pour laquelle 


(13) Une(a)2A + 


dès que n,2 N. Mais la définition A = limU(x) quand æ > x, entraine 
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l’existence d’un cercle |a—,|So en tout point duquel on ait, sauf 
en x, peut-être, l’inégalité 


(14) U(x)<A + 


Les inégalités (13) et (14) sont incompatibles si les U,(æ) sont 
bornées dans leur ensemble par un nombre M. 
En effet, soit 2rw,, la mesure angulaire de l’ensemble des points 


. : € 
de la circonférence |a—a,| =p en lesquels U,(#)2A-+ ;: sur cet 


ensemble, on a U,(æ)<M et sur l’ensemble complémentaire 
£ 
U,(x)< A — me 
D'où 


oT 
(19) Ula)s ff Un(o-+ p22) de £ Mo, + (1— oy) (A + 


): 


© | M 


Comparant avec (13), on obtient 


3€ 


2 


€ € 
Mo + (a) (A + À) On. 7: 


TE 2 (MA) 


Il existe donc pour une infinité de valeurs de n un ensemble e, de 
la circonférence |a—a,|=o, de mesure bornée inférieurement, sur 


€ . ‘ 
lequel U,(x) > A + , Jensemble des points communs à une 
infinité d’entre eux n’est donc pas vide : en un point æ de la circon- 


férence on a U(æ)? A + 5 ce qui contredit (14) et démontre l'énoncé. 


3. Construction directe de la régularisée. — Les opérations 
(16) U(x)= lim U, (2), 
(17) V(x) = lim U(a’), 
? a> 


déterminent V(a) a partir de la suite U,(æ). Mais V(a) est ainsi 
défini à partir de la fonction U(a) laquelle est en général complè- 
tement discontinue. En vue d'établir une propriété simple et essentielle 
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de V(a), nous utiliserons la suite 


8 fe = s pe ‘ J io 
_{18) Vr(æ) rl yi U,(x+teir)t dt do, 


obtenue en substituant à chaque fonction U,(æ) sa moyenne dans un 
cercle C de centre x, de rayon r>o. L'avantage dans la recherche de 
la fonction limite supérieure apparaît immédiatement : 


Lemme 1. — Sr U,(x) est une suite de fonctions sous-harmoniques 
bornées par M sur d, la suite de leurs moyennes N'(x) constitue, à 
l’intérieur de d, une famille également continue. 


En effet, six —=u,+tu,, ona 


evi, 1 rail 2M 
Fue = af Una) d= =f U, (a+ te?) dos : " 
Un TUE TRUE MT a 


17: 


OX es 
Un calcul analogue borne ==; ce qui démontre le lemme. 


Posons V’(a)=limV’(a). La fonction V'(æ) est obtenue comme 


n— œ 


limite de la suite non croissante des fonctions 
We (ae) max V7) pour n2p. 


L'ensemble des fonctions V’ (a), W/(ax) possède une égale conti- 


nuité; V’(2)=lim W/ (2) est une fonction continue. Elle est de plus 
p= . 
sous-harmonique comme les fonctions V/ (a), W'(x) elles-mêmes, 


la suite W’ (a) étant non croissante. En resumé, l’opération 
(19) V'(æ)= lim V'(x) 
H— © 
fournit une limite supérieure qui est encore sous-harmonique. 
Supposons maintenant que r décroisse et tende vers zéro. La suite 
des fonctions V'(æ) est non croissante : elle a donc une limite sous- 
harmonique que nous noterons : 


(20) Vox) = lin V7"). 
x F0 
La semi-continuité supérieure de V°(æx) la rapproche de V(x). Nous 
allons établir en effet que ces deux fonctions coincident, ce qui 
démontrera en retour la sous-harmonicité de la régularisée V(x). 
Ann. Ec. Norm., (3), LVIII. — Fase. 2. 14 
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Tuéorème 6. — Si U,,(a) est une suite de fonctions sous-harmoniques 
uniformément bornées dans d, la régularisée V(x) de lim U,,(x) coincide 
dans l’intérieur du domaine d avec la fonction V"(x) définie à partir 
de la suite des moyennes (18) par les opérations (19) et (20). 


La démonstration de l'égalité V(a) = V'(æ) comprend deux parties : 


ES 


a. N(æx)2V(x). On a en effet 
NA) LE) pour r > 0. 
D'où 
Vr(æ)= lim Vi(æ)2 lim U,(#) = U(x). 
La fonction V'(x) est continue; par suite, l'inégalité \'(æ)2U(x) 
donne après la régularisation V"(a)2V(ax) quel que soit r. Quand r 
tend vers zéro, cette inégalité entraine a. 


b. V'(æ)<V(æx). Si l'inégalité est inexacte à l’intérieur de d, il 
existe un point +, intérieur à d en lequel 


ME) sae V(m)<A—e, EO. 


Traçons du point a, comme centre un cercle de rayon assez petit 
pour que, d’une part, il soit tout entier contenu dans d, et que, d’autre 
part, la fonction V( a) qui est semi-continue supérieurement satisfasse 
sur ce cercle C, circonférence comprise, à l'inégalité 


(21) Vie) Ve = ae 
4 4 

Nous allons mettre cette inégalité en contradiction avec l'égalité 
V'(x,)= A. Cette dernière détermine \’(æ,)2A pourr > 0. Prenonsr 


égal au rayon du cercle C. Puisque V"( a, ) = lim V,,(æ,), il existe une 


suite partielle infinie telle que l’on ait 


On aura donc 


Cr) ah Uns(an+ re?) de > Vig(ty)2A — 5 
0 i 


27 
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Majorons l'intégrale suivant un procédé employé plus haut; 27,,, 
étant la mesure de l’ensemble situé sur le cercle C et en lequel U,,(æ) 


E Ë = 
surpasse A — >? M étant une borne des U,,(x), on aura 


c 


Ade - <Mo,,+(1 — ou) (A a 


plo 
end 
7 
om 
o 


Ave : 
4 “(M — À + :) 


, S , . fe 
L’ensemble U,(æ) > A —- a une mesure bornée inférieurement. 
Il existe donc un ensemble de mesure positive sur C en lequel 


U(x)2A — =: Cet ensemble a certainement un point limite 2’ sur C. 


En ce point V(x') est au moins égal a A — 2 ce qui est en contradic- 
tion avec l'inégalité (21). 

En tout point intérieur de d, a et b sont réalisés et entrainent 
l'égalité V(æ)= V'(æx). Il en résulte : 


TaéorèME 7. — Si U,(x) est une suite de fonctions sous-harmoniques 
définies dans un domaine ouvert d, uniformément bornées dans tout 
sous-domaine fermé de d, la plus petite majorante semi-continue supé- 


rieurement de U(x) = limU,,(a) est une fonction sous-harmonique. 


nts 


Relativement à la frontière du domaine semi-cerclé de convergence 
de la série de Hartogs, nous énoncerons : 


THÉORÈME 8. — La fonction R(x) qui détermine le domaine de conver- 
gence uniforme [xCd, y —y.|< R(x) | du développement de Hartogs 
est telle que V(x) ——logR(x) soit sous-harmonique. 


La réciproque sera démontrée au Chapitre II. 


Cas où V(x) est continue : Supposons V(x,)= A et V(x) continue 
au point æ,. Il existe un cercle æ—x,|<e à l'intérieur duquel 
ona|V(æ)—A|< 1, 7 donné positif. D'où 


U(z)<V(z)<A+n 


et le théorème de Hartogs nous montre que l'on a U,(2)C A+ 24 
ou encore U,(æ) << V(æ) + 3m dans le même cercle pour n > N(n). 
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Tuéorntme 9, — Si la limite supérieure régularisée V(x) d’une suite de 
fonctions sous-harmoniques U,(æ) est continue dans d, il n'existe, quel 
que soit e >o, qu'un nombre fini de fonctions U,(x) qui puissent 
surpasser la fonction V(x) + ¢ dans d. 


En effet, dans le cas contraire, il existerait une suite infinie de 
points x, et de fonctions U,, tels que U,(x,) > V(x,)+e. Nous 
pouvons supposer, après extraction d’une suite partielle, que x, tende 
vers un point æ, intérieur à d. 

En ce point V(a) est continue. On est ainsi en contradiction avec 
l'inégalité U,(v)< V(æ)+e, ¢ = 3n, qui est vérifiée pour 

n>N(n), | — x,|So. 
La conclusion s’exprime simplement au moyen de la fonction 
Bar) = Une) = (x), 
Soit 
Bar) = ne) si Ba(w)>0,  Bi(x)—=o si B,(æ)<o. 


Le théorème 9 est équivalent à l'énoncé suivant : 


Dans tout domaine où la limite supérieure régularisée de la suite U,(x), 
est continue, les fonctions 3)(a) convergent uniformément vers zéro. 


Remarque. — La continuité de V(a) n’entraine pas celle de U(x). 
Ainsi la suite 


D? 


Un(æ)= 7, D los 


P=A 


, - Me 
Cee, + log| zx 


a pour limite supérieure régularisée la fonction V(a) = log| x| cepen- 
dant que U(æ) =— pour tous les nombres du segment 0,1 qui 
s écrivent dans le système de base 2 avec un nombre fini de chiffres. 


4. Propriétés de la fonction U(x). — L'étude des points a en 
lesquels U(x) << V(x) est d’intérét secondaire pour l'étude du domaine 
de convergence de la série de Hartogs. En un tel point, l'inégalité 
o(æ) > R(2) montre seulement qu’il existe une couronne 


p(x)Sly¥ — | <R(z) 
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que nous appellerons une: épine de longueur R— 9 sur laquelle le 
développement définit encore une fonction holomorphe d’une seule 
variable. Mais Ces épines joueront un rôle essentiel au Chapitre III 
dans l’étude des fonctions entières. 

Parmi les points a projections d’épines, les plus remarquables 
sont ceux en lesquels U(æ)— — +. Nous limiterons leur ensemble 
en exprimant une propriété de sa capacité. 


a. La capacité d'un ensemble formé par un domaine fermé G, 
borné, limité par des courbes dont la tangente varie continüment ou 
par une somme de tels domaines disjoints s'obtient à partir de la 
fonction de Green g(a, +) du domaine complémentaire, relativement 
au point oc du plan. 

On a, quand x) =, 


raat I 
g(a, 0) Vlog) e|+y+e( 
; À NE] 


‘et la capacité de G sera par définition C —e-*, y est la constante de 
Robin de G. 


b. Un ensemble borné quelconque et fermé, G s'obtient comme 
limite d’une suite décroissante de domaines G, du type précédent. Par 
définition, sa capacité est la limite de la suite des capacités C(G,) 
lesquelles forment une suite non croissante. 


c. Si E est un ensemble quelconque, la borne inférieure des capa- 
cités des ensembles fermés qui le contiennent sera appelée la capacité 
extérieure de E, la borne supérieure des ensembles fermés qui sont 
contenus dans E sera appelée la capacité intérieure de E, et l’on 
parlera de la capacité de E sans plus, quand on les supposera égales. 

Nous considérerons tout particulièrement des ensembles de capacité 
nulle : un tel ensemble est de mesure linéaire nulle, et même de 
mesure A dimensionnelle nulle quel que soit A. 


Lemme 1. — Soit S(x) = f du(a)log|x — a| un potentiel dû à des 
masses (a) positives. L'ensemble E des points du plan en lesquels on a 


S(æ)<a, x quelconque, est de capacité au plus égale à e* s'il porte la 


masse totale p.. 
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En effet S(æ) est harmonique régulière à l’extérieur de E. Les 
courbes S(a)=a-+¢, ¢ >0, sont de nature-réguliere; elles limitent 
le domaine G formé des points où S(æ) > «++. Ce domaine contient 
le point à l'infini comme point intérieur. Quand || tend vers l'infini, 


la fonction S(æ) est équivalente à u.log! x | + e( ): La fonction 
Pere’! 


est done la fonction de Green du domaine G relativement au point a 


l'infini, et comme E est inférieur au domaine complémentaire G on 
a, pour sa capacité C(E), 
Oe 


C(E)<C(G)<e * quel que soit ¢. 


x 


Par suite C(E)<eŸ, ce qui démontre le lemme. 


Lemme 2. — Sr a est négatif, l'ensemble E en lequel on a S(x)Sa 


x 


a une capacité C(E) au plus égale à e*, 1x étant la masse totale de 
la distribution. 


A l'encontre du lemme précédent, l’énoncé ne suppose pas la 
connaissance de la position des masses par rapport à l’ensemble E. 

Appelons y’ la masse totale du potentiel qui est extérieure à E. On 
peut, sans modifier le potentiel sur E, opérer un balayage extérieur de 
ces masses et remplacer ces masses par une couche convenable étalée 
sur la frontière de E. Dans cette opération, les masses w/ ne sont pas 
augmentées. Soit donc 1, <u. la masse totale après le balayage, S,(æ) 
le nouveau potentiel. L'ensemble S,(æ) < «+ ¢ contient E et porte la 


masse totale u,. On a done : C(E)Se™. Or ao, o< ty Sp 


1 


entrainent ~ < et par suite C(E)<e*. 


Lemme 3. — Soit S,(x) une suite de potentiels de masses totales Un 
bornées uniformément par un nombre u.; l’ensemble E des points en 


lesquels la fonction S(æ)—limS,(x) satisfait à une condition 


1H © 
| _$ 
S(x) << — 3, 3 © 0, est de capacité intérieure au plus e *. 
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Désignons par e, l’ensemble des points du plan déterminés par la 
condition Si(v)<—8+e, ¢>0, —8+¢<o. Un point x de E 
appartient a tous les e, d’indices supérieurs à N(æ). Pour construire E 
a partir des ensembles e,, formons d’abord les ensembles e, constitués 
par l'intersection de tous les e, d'indices au moins égaux à p. La capa- 

RER 
cité des ensembles e, est bornée pare * d’après le lemme 2;ilenest 
done de même de celle des ensembles e, quel que soit p. La suite des 
ensembles e, est non décroissante et finit par contenir tout point de E. 
Donc, un sous-ensemble fermé de E a une capacité qui ne peut 


— 3: 


dépasser e “ ,si petit que soit <. La capacité intérieure de Eest donc 
3 


au pluse * ce qui démontre le lemme. 


Remarque. — Dans le cas où les S,(æ) sont des potentiels obtenus, 
à partir d'une suite de fonctions analytiques, par le procédé employé 
plus haut, on peut appliquer le lemme 1 au lieu du lemme 2 aux 
ensembles e,. On a, en effet, en tout point a qui porte une masse 
positive, S,(æ)——x. Le lemme 3 est alors valable quel que soit le 
signe de 3. 


TuéorEme 10. — Soit U,(a) une suite de fonctions sous-harmoniques 


bornées dans un domaine det soit U(æx)= limU,(x) : ou bien l’ensemble 


HE 
des points en lesquels U(x)——x. est de capacité intérieure nulle à 
l’intérieur de d, ou bien U,(x) tend uniformément vers —« dans tout 
domaine intérieur à d. 


Par ensemble de capacité nulle à l’intérieur d’un domaine d nous 
entendons un ensemble dont l'intersection avec tout sous-domaine 
intérieur de d est constitué par un ensemble de capacité nulle. 

Soit d, un sous-domaine intérieur de d. Tracons dans d— d, des 
arcs y enfermant à leur intérieur un domaine d,(d, € d, € d) et 
soit g(a, a) la fonction de Green de d,. Reprenons la décomposition 
déjà utilisée 


(10) U,(xz)=H,(x) — | du,(a)g(x. «). 
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Les fonctions H' (a) sont harmoniques dans d, et y sont bornées 
supérieurement. Done, ou bien elles tendent vers — uniformément 
dans d, € d,, ou bien il existe une suite partielle H,,(æ) bornée infé- 
rieurement dans d,. Dans la première éventualité, l'énoncé est établi, 
car on a U,(xv)<H'(ax) et ces fonctions tendent uniformément vers 
—oo dans d,. Dans la seconde, deux cas sont encore à distinguer : ou 
bien u,,(4,) augmente indéfiniment et.alors, d’après (9), U,,(x) 
converge uniformément vers —-+ dans d,; on retrouve alors le 
premier cas de l'énoncé, ou bien il existe une suite partielle infinie 
d'indices n’ extraite de la suite d'indices n, et telle que u,(d,) aitune 
borne supérieure finie. Dans ce cas, nous allons montrer que 
l’ensemble des points de d,, en lesquels U(x) ——+ est de capacité 
intérieure nulle. Soient 


æ, a) =— g(x, a) — log|x#— «|, 
Un (x) == Hy (2) +f dpn(a)ula, a) +f d py (a ) log| x — a |. 
d, d, 


La fonction u(a, a) est harmonique dans d,. Elle y satisfait à l’iné- 
galité u(æ, a) >— logk, & étant une borne supérieure du plus grand 
diamètre de d,. Nous prendrons # >1. 

Dans ces conditions, ona 


; lim U,, (a) > m — plogk + En fd pa) log| x — a}. 
a 


Appliquons le lemme 3 a la limite supérieure : B étant un nombre 
positif, ona 
(22) U(2)2m— plogk— 6, 

8 

sauf sur un ensemble de capacité intérieure au plus e *. Si l’on 
considère des valeurs indéfiniment croissantes de 6, la seconde 
éventualité de l’énoncé est établie. Elle exige la présence d’une suite 
partielle infinie pour laquelle on ait à la fois H’ ADR etiu = 
dans un domaine intérieur à d. Nous dirons qu’une telle suite est 
une suite principale. L’énoncé obtenu nous permet de compléter le 
théorème 4. En effet, si f(a, y) est holomorphe dans un voisinage du 
domaine plan x € d, y — y,, les fonctions U, (a) déduites de la suite 
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des dérivées partielles pour y = y, satisfont aux hypothèses du théo- 
rème précédent. Le théorème 10 permet alors de résoudre la question 
suivante : sur quel ensemble de valeurs de x la fonction f(a, y) de 
la seule variable y est-elle une fonction entière de y, sans l’être pour 
toutes les valeurs de æ appartenant à d? Si pour æ—x,, /(æ,, y) 
est entière, on a U(x,)— — o, et l’on est ainsi conduit à énoncer : 


Tuaéorème 11. — Une fonction f(x, y) holomorphe dans un voisinage 
du domaine plan [x € d, y=yo]| ou bien est fonction entière de y 
quel que soit x intérieur au domaine d, ou bien n'est fonction entière 


de y que pour un ensemble E de valeurs de x de capacité intérieure nulle 
dans d. 


S'il existe un point singulier de f(a, y) situé à distance finie et qui 
se projette à l'intérieur de d sur le plan y = yo, la première éventua- 
lité est à écarter, car elle entraine V(æ)—— et par suite l’absence 
d’une telle singularité pour la fonction de deux variables f(x, y). 
D'où : 


S’ul existe à distance finie un point singulier [x —x,Cd, y =##}] 
de f(x, y) supposée holomorphe dans un voisinage du domaine plan 
[acd, y=Yo], la fonction f(x, y) de la seule variable y n'est 
entière que pour un ensemble de valeurs de x de capacité intérieure nulle 


dans d. 


Épines. — Nous avions appelé, à la suite d'un énoncé précédent, 
épines du domaine semi-cerclé de convergence les couronnes 


Lai Cd, R(x) Sly —yol < e(2)] 


sur lesquelles la série LA,(2,, ¥,) (y — yo) converge encore pour 
la vaieur x, considérée. Si l’on donne à x cette valeur fixe, le dévelop- 
pement de Hartogs n’est autre alors que le développement de Taylor 
de la fonction d’une seule variable /(æ,, y). Ainsi donc les épines 
sont les couronnes de centre y, dans les plans æ— const., sur 
lesquelles la fonction f(a, y) est prolongée a travers son ensemble 
singulier par une fonction d’une seule variable f(x, y). Nous laisserons 
de côté, dans ce mémoire, la recherche plus générale des variétés 
caractéristiques — c’est-à-dire définie en ont une fonction holo- 
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morphe g(a, y) de deux variables — le long desquelles /(2, y) peut 
être prolongée à travers son ensemble singulier au moyen d'une 
fonction Y(t) analytique de la variable t, paramètre d’uniformisation 
locale de la variété g(x, y) =o. Les épines sont les couronnes de 
centre y—7y, dans les plans æ—const., qui appartiennent à cet 
ensemble de variétés caractéristiques. Cette nouvelle définition 
montre que l’existence d’une épine est relative à la fonction f(æ, y) 
et non au développement de cette fonction èn série de Hartogs. 

Le théorème 11 établit en particulier que les épines de longueur 
infinie forment en projection un ensemble de capacité intérieure 


nulle. 
Ensemble V(x)——x. — Plaçons-nous toujours dans un 
domaine Cd, où l’on n’a pas V(x) =— en tout point. L'ensemble 


des valeurs de a rendant entière la fonction f(a, y) comprend, en 
plus des points correspondant à une épine de longueur infinie, des 
points en lesquels R(æ)— x, V(æ)—=— : V(x) étant semi- 
continue supérieurement est continue en un tel point x, et le 
plan 2==a, est asymptote à la frontière du domaine semi-cerclé H 


[wcd, |y— yo| <R(2z)]. 


Nous dirons que le point x, correspond à une pointe à l'infini du 
domaine H. 

Certaines de ces pointes à l'infini se projettent suivant un ensemble 
dénombrable de valeurs de a. Ce sont celles 2; pour lesquelles on a 


2 2h; quand |x—x;| 0, 


h; étant un nombre positif quelconque. 
La condition (22) entraine l'existence d’un nombre 7; tel que, 


pour æ—x;|£r;, on ait, ¢ étant donné (e > 0, h — 2e © 0,r;,< 1), 
U(x) Ss V(x)<(hi—e)log|x — 2; | 


ul 
| 


(24) Un(x) S$ (hi— ¢) log] a—a,| +7 (eo); 


à partir d'un certain rang. Considérons en particulier une suite prin- 
cipale que nous représenterons encore par U,(æ). La démonstration 
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du théoreme 10 prouve que, si une suite U,(x) est principale, alors 
_dans la décomposition 


(25) Un(#) =Ha(2) + fd un(a)log| 2 — a 


les fonctions H,(x) harmoniques à l’intérieur de d sont bornées infé- 
rieurement par un nombre m dans tout domaine d, intérieur à d. 
Prenons pour domaine d le cercle |æ—x;|<o, soit y; Montrons que, 


si t,(r) désigne la masse de U, (x) à l’intérieur du cercle iæ—x;|<r, 


lim,—. Ur(7) est au moins égal à 4; quel que soit r. En effet, 


= | 
Un(r) SA;— 2e entraine, sir << 9 grace à (24), 


QT 


Cr) af Sees re) do 


2un(r)logr + fh d'p,(a) log|a— 2;|+ m, 


MES t= TRG 


In(r) 2(hi— 22) logr + m, 


qui contredit (23) pour r pris inférieur à une valeur r, indépendante 
de n. Ona donc u,(r)2h;— 2e pour n >N, r<r, quel que soit ¢, 
N pouvant dépendre de r. 

Supposons qu’en plusieurs points æ,, æ,, ..., æ,, V(x) tende 
vers — x en satisfaisant à une condition (23). 

Entourons chacun de ces points d’un cercle +; de rayon 7; dont il est 
le centre. On choisira les 7; assez petits pour que ces cercles soient 
étrangers les uns aux autres. On a alors >: da (YO 2 dri pour la suite 


l 


principale considérée et n supérieur à une certaine valeur. Il n’y a 
donc qu’un nombre fini de points a; de la nature indiquée pour 


: : B- 4 : 4 / 
lesquels h; >h, à savoir an plus p<7 de tels points, py. étant une 


borne de la masse totale u,(d) pour une suite principale à l'intérieur 
du domaine d considéré. 

Les points x; en lesquels V(x) tend vers l'infini en satisfaisant à une 
condition (23) forment donc un ensemble dénombrable dans tout 
domaine intérieur à d. 
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5. La considération de la suite principale de masse bornée y dans 
un domaine d, intérieur ad permet de compléter le théorème 11 quand 
f(a, y) aun point singulier à distance finie au-dessus de d. 

Désignons par E,, l’ensemble U(x) < h. Quand A tend vers — , la 
capacité de E, tend vers zéro. Si nous reprenons le résultat donne 
par (22), en posant m— wlogs — =A, on aura l'énoncé suivant : 


Dans un domaine d, intérieur à d, la capacité intérieure de l'ensemble 
U(x) <h, (h< 0), est au plus 
h—m 
(26) Cy he Lee 


k étant une borne supérieure, plus grande que 1, du diamètre d’un 
domaine intermédiaire d,(d, € d, € d), u une borne supérieure de 
la masse d’une suite principale dans d,, mune borne inférieure dans d, 
des fonctions harmoniques de la décomposition (10) faite dans le 
domaine d,. Nous énoncerons : 


Tuéorème 12. — Si la fonction f(x, y) possède un point singulier à 
distance finie au-dessus du domaine [x € d, y = yo], la capacité C, de 
l’ensemble U(ax)<h tend vers zéro quand h décroit indéfiniment. On a, 
dans tout domaine intérieur à d, 


(27) | log C,| >| A|(A + €x) (€,—> 0), 
A est une constante. 


L’énoncé borne en projection l’ensemble des épines de longueur 
supérieure à L, dans le cas où R(x) reste inférieur à un nombre R : 
il suffit alors de remplacer au second membre |A| par |log(L+R). 


Etude d’un cas particulier. — Supposons que pour toute suite prin- 
cipale ,(d,) tende vers zéro, pour tout domaine d, intérieur à d. Alors 
dans (26) on pourra remplacer & par un nombre aussi petit qu'on veut. 
La capacité de E, s’annule donc à partir d’une valeur finie de 4. 
D'autre part, dans la décomposition (10), les potentiels 


f dena) log | — a 


tendent vers zéro, sauf sur un ensemble de capacité intérieure nulle E, 
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dans d,; U(x) se réduit hors de E, à limH,(æ), donc à une fonction 


sous-harmonique continue qui coïncide avec V(x). Ainsi Re VE) 
sauf sur E, où l’on a U(x) < V(æ). D'où l'énoncé : 


THÉORÈME 13. — Dans les hypothèses du théorème 4, si l’on a 


= 


les épines se projettent suivant un ensemble de capacité intérieure nulle. 
= 
Cet énoncé n'est qu'un cas particulier d’un théorème plus général 
que nous allons établir. Nous suppposerons que, dans d, les fonctions 
d'ensemble u,(e) déterminées à partir de la suite des dérivées o,(æ, yo) 
ont pour limite une fonction d'ensemble u(e). La condition 
lim u.,(e) = o entraine des propriétés très particulières de la fonction 
f(x,y). L'existence d’une limite, quand cette limite n’est pas identi- 
quement nulle, est une condition de nature beaucoup plus générale. 
Ce cas n’en offre que plus d'intérêt en vue de la formation effective 
d'exemples de fonctions f(x, y) à partir d’un développement de 
Hartogs et nous aurons à l'utiliser dans ce but. L’énoncé obtenu 
englobe des résultats partiels récents ('). 


Taéorème 14. — Soit U,(x) une suite de fonctions sous-harmoniques 
bornées supérieurement dans leur ensemble à l'intérieur de d; st les 
fonctions de masse u., relatives aux U,(x) convergent vers une fonction 
d'ensemble dans tout domaine intérieur à d, l’ensemble Ky, sur lequel 
U(æ)= limU, (x) diffère de sa régularisée V(a), est de capacité inté- 

eine 


rieure nulle à l’intérieur de d. 


L’énoncé entraine que les épines sont projetées suivant un 
ensemble E, dont l'intersection avec un domaine fermé quelconque d, 
intérieur à d est de capacité intérieure nulle. 

Soit d, un domaine intermédiaire d, € d, € d. Si la fonction limite pr 
est telle que u(d,) soit infini, U,(æ) tend uniformément ainsi qu'on 


« 


(1) M. Bretot, C. À. Acad. Sc., t. 207, 1938, p. 836; H. DELANGE, C. À. Acad. Sc., 
t. 207, 1938, p. 205, et Ann. Ec. Normaie, t. 56, 1939, p. 229. 


8 % 
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l’a vu vers — æ : U(x) = V(x) =— x. L'ensemble E, est vide. Dans 
le cas contraire nous distinguerons plusieurs cas : 


1° Les fonctions U,(æ) sont des potentiels bornés in/férieurement 
d'une manière uniforme. — Soient 


U, (2) =f dent log|x — « 
de 


. 


et soit 
Vi(x) = | dy(a)log| «—a| 
7 ds 
le potentiel construit avec la fonction limite des fonctions de masses. 
Comme il est bien connu, on a U(æ)<V,(æx). 

Supposons V,(æ) — U(æ)2e > 0 sur un ensemble de capacité inté- 
rieure positive. La même inégalité est alors réalisée sur un ensemble 
fermé e, de capacité c, > 0. Chargeons-le de masses v(a) réparties 
suivant la distribution d'équilibre de Robin-Frostmann, telle que 
le potentiel ÉD dy(a) log |æ— a |ait pour valeur — 1 sur e, sauf, 
peut-être sur un sous-ensemble e', de capacité nulle. Le potentiel A(2) 
est borné et continu sauf sur e,. Mais e,, étant de capacité nulle, ne 
porte aucune masse dans la distribution u.,, sinon on aurait U,(æ,)—— 
en un point æ, de e,, ce qui est contraire à l’hypothèse que U,(a) 
est borné inférieurement. Il n’en porte également pas dans la dis- 
tribution limite 4, car on aurait en un point a, dee’, Vi(æe) = — © 
et par suite U(æ,)=— +, ce qui contredit la même hypothèse. 

Les intégrales d'énergie 


lh= f dpnla) ia) I= f dulayra) 
d, dy 


ont un sens, l’ensemble des points de discontinuité de (a) ne portant 
jamais de masses. 


D'autre part, quand u,(a) tend vers u(a), I, a pour limite I. Le 


procédé de double intégration usuel dans la théorie du potentiel nous 
donne 


pu dyn(a) [ dy(æ) log |æ — «| —= f dv(x)U, (x) 
“dy ei “es 


I= f dv(2) Vi Ces 
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[ 492) Unto) f dv(a) Vite). 


D’autre part U(a) est sommable (elle est finie et elle est mesurable 
comme limite supérieure de fonctions mesurables). On a donc 


IÉTOUCE f d(x) ) lim Un (x æ)> lim fax) Un), 


i —= © 
n—= CA 


favtx) U(x)2 f d(x) Vi(æ), 


ce qui contredit notre hypothèse de départ et démontre l’énoncé dans 
le cas où les U,(:) sont des potentiels bornés inférieurement. La 
démonstration prouve que le potentiel V,(æ) dû à la distribution 
limite est égal à la régularisée V(x) de U(x), puisque V,(x) 
et V(x) possèdent tous deux la semi-continuité supérieure. 


de sorte que 


2° Les U,(x) sont des fonctions sous-harmoniques bornées in férieu- 

rement. — La décomposition 
Ue) == Hf 2) + { dputa) log| x — «| 
oy 

donne une suite de fonctions harmoniques H,(x) bornées supé- 
rieurement et inférieurement dans tout domaine intérieur à d,, 
donc également continues, et d’autre part une suite de potentiels 
bornés inférieurement. Montrons que l’ensemble des points en 
lesquels U(x) << V(x) —< est de capacité intérieure nulle dans d/,. A 
cet effet recouvrons d, par un nombre fini de cercles de rayon assez 
petit pour que l’oscillation de la famille H,(x) soit, dans chacun de 


ces cercles, inférieure a>; il nous suffit de montrer que dans l’un 
ra 


deux, soit y,, l’ensemble E, possède la propriété indiquée. Or 


(Lt) = lim in| H, (2 + f ayaa) a) ose — ui] 


U(x) > ) 2 inf. d pn, (a) log|a—a|+limH,,(2), 


n—= 


n, étant les indices d’une suite partielle infinie quelconque. Choisissons 
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cette suite de manière que, si x, est le centre de y,, on ait 


lim H,, (a) = limH,, (2) = A. 
On aura pour 2, >N, d’une part | A — H,,(%) |< i d’autre part 
| Ha, (x) — Ha, (%0)|< j pours 2c 7s, 


d'après la définition du cercle y,. Par suite, dans y,; 
limH,,(æ)2 À — <> 


U(æ)2 Tim f dpu(e)logiæ— 4| + À — à. 
- r1=0 dy 5 
D'où 
U(æ)2 [ du(a)log| x — «| + M, (2) — 
de 


sauf sur un ensemble e,, de capacité intérieure nulle dans y,. D'autre 
part on a évidemment 


U (2) Tim [dun (a) log [a — | + Tin M, (2) 
da 
< fw (a) log|a — a|+ limH, (x) =S(x). 
dy 


La double inégalité 
Teh 7 Ula) <8(2), 


la première étant réalisée seulement à l’ensemble e, pres dans Vo, 
nous donne, S(x) étant semi-continue supérieurement, 


S(æ) = . < V(x) $S(a) 


et par suite . 


dans V,, a l’ensemble e, près. L’énoncé est ainsi démontré quand 
les U,(æ) sont bornés inférieurement. De plus, V(æ) est égal à 


faute) log|æ— a|+ lim H, (x). 
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3° Pour passer au cas général, remarquons que l’on peut choisir 
le nombre négatif —# assez grand en valeur absolue pour que 
l’ensemble e,, en lequel on a Ur) <— 4, soit de capacité inférieure 
à un nombre donné €. 

Remplaçons U,(æ) par U,,(æ) enveloppe supérieure de U,(æ) et du 
nombre —k : hors de e,, la fonction limite supérieure ainsi que sa 
régularisée sont les mêmes pour les deux suites, et l'inégalité 
U(x) < V(x) ne peut avoir lieu que sur un ensemble de capacité 
nulle e,. L'ensemble e, + e, a même capacité intérieure que e4, capacité 
qui est arbitrairement petite. L’énoncé est donc démontré également 
dans ce cas. 

Nous dirons, dans la suite de ce mémoire, qu’une propriété a lieu 
presque partout (!)à l'intérieur d'un domaine dsi elle a lieu dans tout 
domaine intérieur à ce domaine, excepté sur un ensemble dont l’inter- 
section avec tout domaine fermé intérieur à d est un ensemble de capa- 
cité intérieure nulle. 


Dans les conditions du théorème 14 la fonction U(a) est égale 
presque partout dans d à sa régularisée. 


Décomposition de la foncuon U(x).— Dans un domaine d, intérieur 
à d la démonstration qui précède a fourni les décompositions 


Vire lim A, (2) + fau a)log|x— «|, 
(28) dy 


ON = V (a) EC) 


V(x) est une fonction sous-harmonique qui apparaît comme la somme 
d’une fonction sous-harmonique continue et d’un potentiel. U(x) est 
égale à V(.r) augmentée d’une fonction (+) qui est négative ou nulle 
et nulle presque partout. 

Cette décomposition met en évidence dans le cas particulier étudié 
les propriétés de la fonction discontinue U(x). 


(*) La locution « presque partout » signifie done dans ce Mémoire : presque partout 
en cupacile, 
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CHAPITRE IL. 


SINGULARITÉS DE /(Z, y) A DISTANCE FINIE. 


1. Nous avons établi, au théoréme 8, une propriété du plus grand 
domaine ouvert dont tout sous-domaine fermé est domaine de conver- 
gence uniforme du développement de Hartogs (3) de f(x, y) supposée 
holomorphe dans le voisinage du domaine plan [wcd, y=y,]. Ce 
domaine ouvert, que nous continuerons d’appeler le domaine de 
convergence de (3) est défini par [æCd, |y—y,|<R(@)], où 
V(a) =— logR(a) est une fonction sous-harmonique. 

Pour simplifier, nous appellerons domaine H un tel domaine semi- 
cerclé; il est caractérisé par sa trace d sur son plan de symétrie y = yo 
et par la fonction sous-harmonique V(x) définie dans d. 

La réciproque du théoréme 8 s’énonce : 


THéoRÈME 15. — Étant donné dans E, un domaine H défini par 
[2cd,|y—yo|<R(x)},  Vi(x) =— logR(x), 
V,(æ) étant une fonction sous-harmonique quelconque, tl est possible 


de construire une fonction f(x, y) dont le dévelopvement de Hartogs 
suivant les puissances de y — y, ait H comme domaine de convergence. 


Soit d, un domaine fermé intérieur au domaine ouvert d trace de H 
sur y = y . Dans d, nous représenterons V,(2) sous la forme 


Vi(r) = Hz) + | dp(a)log|x— «|. 
di 


Nous construirons un premier développement /,(x, y) dont le 
domaine de convergence H sera défini par [acd,, [y —y,| <R(x)]. 
Posons, à cet effet, 


Vote) Fike) +f d'ph(a)log|x— a |. 
di 


Les fonctions y,(a) convergeront vers (a) dans d, et seront en 
: . one I ) \ 
même temps de la forme particulière , og | P.(a)|, P,(æ) étant un 
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‘ 5 . re ae 
polynome. Pour les définir, tracons un quadrillage Q, de côté = dans 


le plan des æ. Le sommet initial de ce quadrillage sera choisi de 
manière qu'aucune droite du quadrillage ne porte de masse dans la 
distribution; ce qui est possible, puisque les quadrillages qui portent 
une masse positive sont en infinité En ra Au centre d’un 


carré C; de Q, placons une masse u,(C7) égale i à 2 ar “> Pin étant la partie 


nt 


entière de 5*(C;). La fonction d'ensemble ., est ainsi définie pour 
toutes les mailles du quadrillage Q, intérieures à d et l’on a 


(29) p(CH) — 2 < pr(C#) £p(C#). 


On considère des valeurs croissantes de n, le quadrillage Q,,, étant 
obtenu par subdivision des carrés de Q,. Montrons que les fonctions p., 
convergent vers la fonction d'ensemble w, c’est-à-dire que, pour tout 
ensemble e dont la frontière ne porte pas de masse dans la distri- 


bution p, on a 
u(e)=limy,(e). 


Si e est un domaine formé d’un nombre entier N de mailles de Q, 
on a, d’après (29), 


o<ple)= prie) =D ur) — (CM < ge 
Or, N'est au plus égal à 4”"h?, A étant le plus grand diamètre ded. D'où 
(30) opte) — pate) < (3) h?. 


Un tel domaine e sera encore formé d’un nombre entier de mailles 
des réseaux Q,.,,, p > 0 et comme (30) est une majoration uniforme 
pour tout ensemble de mailles du réseau Q,, p,(e) a pour limite (ce) 
d’après (30). 

Si e est un ensemble quelconque dont la frontière ne porte pas 
de masse dans la distribution 1 nous l’approcherons par son intérieur 
au moyen de domaines #, du type précédent. On a 


&) = LCA) == pe ale 
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e —k, est contenu dans un voisinage de la frontière / de e, voisinage 
qui tend vers f; u(e—&,) tend vers zéro, puisque p( f) =o. On en 
déduit que la différence 


pe) — p (kn) = pe — kn) + [pp (An) — pr (An)] 


tend vers zéro, le crochet étant justiciable de la majoration (30). Les 
inégalités | 
Un(An) Spn(e) Se) 
entrainent donc que u,(e) tende vers u(e). La suite des fonctions 
d'ensemble u,(e) converge ainsi vers w(e). Il est à remarquer que la 
définition et la convergence des fonctions sont établies non seulement 
dans d,, mais dans tout le domaine ouvert d, la définition de & étant, 
suivant une remarque déjà faite, indépendante de &,. 

Désignons par a’ le centre d’un carré C? de Q,, où est concentrée 


une masse ret formons le polynome 


Re (x) = Ih (x = al yin, 


Le produit étant étendu aux a’ situés sur d, 


I din ' n | 
Bi lag | Pula), Le log, x — a} =f data) log) — a 


Nous définirons la suite U!(a) de la manière suivante : 
SV peso", U} (x) =— 0, AN(@)\=S08 
sl psa" Dita ys Hil) ei d pn(a) log|a— a}, 
= di 


ce qui nous donne 
A; ( zs)= 1B (a yes lim) 


H (x ) étant une fonction conjuguée de H(a). 
On a donc : 


{ (2) = lim US (x) = Aye) + him fd pata) log | x — «|, 
d 


Pao 
1 


ou 


U(z)=H(x)+ | du(a)log|r—a! 
di 
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presque partout sur d,, d'après le théorème 14. Passant à la 
régularisée, on obtient en tout point de d, 


Wie Hee f dp(a)log\x— al =V,(2). 
atte 


La détermination des coefficients A'(x) du développement cherché 
est donc effectuée dans d,. Pour former une suite a,(a) qui satisfasse 
aux conditions posées dans tout domaine intérieur au domaine 
ouvert d, considérons une suite infinte de domaines fermés d,, 
d,,..., qui tendent vers d en croissant. Chacun d’eux donne 
lieu a une décomposition 


Vilar) = Hye) + f dpca) log r—a}. 


PE 


d'où sera, comme plus haut, déduite une suite de polynomes P’ (a) 
obtenus en considérant tous les a? contenus dans d. Formons le 
tableau des fonctions A’,(x) qui s'en déduisent et ne sont pas 
identiquement nulles. Considérons la suite diagonale du tableau, 
ce qui revient à poser 


Xp(L)=—=0;, sl jo 20 


Ap( #) = AFC); bis tp 225%. 


Soit W(x) = 5 log | %»(x) 1: La fonction U(æ)—lim W,(x) est 
égale à V,(æ) presque partout dans un domaine fermé quelconque 
intérieur à d, car un tel domaine est contenu dans tous les d, a 
partir d'une valeur de g. Par suite la régularisée V(æ) de U(x) 
est égale en tout point intérieur à d à la fonction V,(æ) dont 
nous sommes partis. Le développement 


P= 
(31) LIEN Oy (LY — io)” 


eat) 


a comme domaine de convergence le domaine H donné dans l'énoncé. 
Nous avons ainsi établi l'identité entre la classe des domaines H 
et celle des domaines de convergence de développements de Hartogs. 
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Remarque..— Le développement (30) est de type lacunaire. 
On a en effet, pour la largeur relative d’une lacune, 


Le développement (30) peut d’ailleurs être construit de type aussi 
fortement lacunaire qu'on le veut. . 

Nous allons montrer que la fonction f(a, y): définie par (31) 
ne peut être prolongée à l'extérieur de H comme fonction analytique 
de deux variables. Dans le cas contraire, f(a, y) serait régulière 
en un point P[æ,, y,=y.+R(a,)e'"] situé sur l’ensemble des 
circonférences [æCd, |y—y,|=R(x)] qui appartiennent à la 
frontière F de H et séparent dans E l’intérieur de l’extérieur de H. 
Par ailleurs, le type de la série (31) est assez lacunaire pour que 
toutes les séries de Taylor déduites de (31), en donnant à x une 
valeur constante intérieure a d, aient leur cercle de convergence 


LY — yol| = p(#) 
comme coupure. Deux cas sont alors à considérer : 


a. R(æ,)—=po(x,). Si la fonction f(x, y) de deux variables était 
holomorphe dans un dicylindre de centre P, elle serait holomorphe 
sur un arc de cercle | y —y,|—=R(x,) contenant P. 

Il en serait de même de la fonction f(æ, y) de la seule variable y, 
ce qui est contredit par le fait que le cercle |y—y,|—R(2,) est 
tout entier coupure pour cette fonction. 


b. R(æx;) << 9(x,), il existe une suite infinie de valeurs 2’, 
telles que x, tende vers x, et que 2(x,) ait pour limite R(2,). 
Si f(x, y) était holomorphe dans le dicylindre [æ—x,|<r, 
ly —yi|<r, en choisissant n assez grand pour que |x,—x,|<r, 

, \! Te . AE , 

2 (,)—R(xr,)| Sy on obtient un arc du cercle[x,, | y — y, = 0(2’,)] 
entièrement contenu à l'intérieur de ce dicylindre, sur lequel, par 
suite, /(x,, y) est régulière et l’on retrouve la mème contradiction. 

Appelant domaine d’holomorphie un domaine dans lequel 
est holomorphe une fonction /(x,y) qui n’est pas prolongeable 
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au dela de ce domaine comme fonction analytique de deux variables, 
nous pouvons donc énoncer : 


THÉORÈME 16. — Tout domaine H est domaine d'holomorphie. 


En remarquant que les singularités des fonctions d’une variable 
utilisées sont certainement essentielles, nous démontrons également 
ainsi que la fonction f(a, y) donnée par (30) n'est pas méromorphe 
hors de H. Par suite : 


Tuéorème 17. — Tout domaine H est domaine de méromorphie. 


Remarquons, en conclusion des résultats qui précèdent, le rôle joué 
par la classe des fonctions réelles sous-harmoniques dans l'étude 
de l’ensemble singulier S d’une fonction f(a, y). Les théorèmes 8 
et 16 expriment en effet une propriété des cercles [xCd, 
ly—yY.|=R(@)| qui déterminent la frontière F de H. Mais 
chacun de ces cercles est assujetti à s’appuyer sur le point de S 
qui se trouve le plus proche du plan y=y,, la distance étant 
prise parallèlement au plan æ—o. La condition imposée à cette 
distance traduit donc une propriété géométrique de l’ensemble S. 
La frontière commune ® de l’ensemble S et du domaine d’holo- 
morphie D a été étudiée sous des conditions de régularité assez 
restrictives. En la supposant constituée dans E par des variétés 
définies au moyen de fonctions continues, deux fois continüment 
dérivables des variables réelles u;, E. E. Levi a donné sous le nom 
de pseudo-convexité une propriété de cette frontière. Appliqué au 
cas très particulier d’un domaine semi-cerclé, le critère de pseudo- 
convexité se traduit (') par AlogR(æ)<o, qui est bien un caractère 
de sous-harmonicité pour la fonction — log R(a) dans le cas où R(x) 
est supposé deux fois differentiable. Les résultats précédents montrent 
qu’un tel point de vue est trop restrictif. Du fait que l'ensemble S est 
un ensemble fermé résulte seulement que la section de S par un plan 
æ— const. est un ensemble e(a) qui est, à certains égards, une 


(1) Cf. l'ouvrage de H. Beunke et P. THULLEN, Ergebnisse der Mathematik, volume 3, 
cahier 3, 1934, p. 55. 
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fonction semi-continue supérieurement du point a. On a, en effet, 


eo) > lim e(a’) quand 2’ tend vers ay; le symbole lim définit la limite 
supérieure fermée des ensembles e(x°). D'autre part, si un point p 


appartient à e(x,) et est étranger a lime(æ'}, il est centre d’une 
hypersphère ne contenant pas de points de S sauf sur le plan æ = x, 
qui passe par son centre. Parmi ces hypersphères, celles dont les 
centres se projettent sur le plan des æ en des points distincts deux à 
deux sont en infinité dénombrable. On peut donc énoncer d'une 
manière générale : 


Les fonctions qui définissent la frontière d’un domaine d'holomorphie 
au moyen des coordonnées sont des fonctions semi-continues, sauf 
sur un ensemble dénombrable. 


Si on se limite aux domaines semi-cerclés pour lesquels (x) est 
une circonférence, on est conduit ainsi à priort à chercher les fonc- 
tions V(æ)—— logR(x) parmi une classe semi-continue supérieu- 
rement, et les résultats précédents, en établissant pour les fonc- 
tions V(x), R(æ) la possibilité d’être discontinues montrent la 
nécessité d'utiliser des fonctions ayant ce degré de généralité. 

Les fonctions sous-harmoniques les plus générales dont nous 
avons rappelé la définition au Chapitre [ constituent done bien un 
instrument analytique adapté à l'étude de l’ensemble singulier. 


2. Comportement de la frontière au voisinage d’une discontinuité 
de R(x). aleura= ae 
Ktudions l'ensemble V(æ) << V(x,) —¢. Son complémentaire dans 
un cercle x —x, <r est fermé par suite de la semi-continuité supé- 
rieure de V(x). Done l’ensemble V(æ) << V(a,)—e que nous 
appellerons x est un ensemble ouvert : chacun de ses points est centre 
d'un cercle appartenant à l’ensemble. Pour simplifier, nous adopterons 
une définition dont l’étude précise des fonctions sous-harmoniques 
vient de montrer la nécessité ('). Un ensemble e sera dit effilé en O 
si e est à distance positive de O, ou s'il existe dans un cercle de 


(1) M. Brecor, C. À. Acad. Se., L. 209, 1939, p. 828, et Journal de Math., t. 19, 
1910, p. 319. 
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centre O une fonction sous-harmonique dont la valeur en O est supé- 
rieure à sa plus grande limite prise sur l’ensemble complémentaire 
de ¢ à l’intérieur du cercle C. Dans ces conditions l’ensemble en lequel 
on aR(æ) > R(x,)+: est l'ensemble effilé en x, le plus général. Nous 
ramenons ainsi l'étude du comportement de la frontière F de H au 


voisinage du cercle 
|x —yol=R(2), 


correspondant à une discontinuité de R(æ), à un problème déjà isolé 
par ailleurs. Dans la note citée, M. Brelot a caractérisé, en adoptant 
la capacité comme caractère métrique, les sections de 4 contenues à 
l’intérieur de cercles Sr de rayons décroissants. Si C(r) est 
la capacité du sous-ensemble de contenu à l’intérieur d’un tel cercle, 
il faut et il suffit pour que » soit effilé que l’intégrale 


converge. Des caractères géométriques en découlent dès que 7 admet 
une structure d'un modèle déterminé; remarquons qu’étant ouvert 7, 
est, de toutes manières, la somme d'une infinité d’ensembles ouverts d, 
disjoints, ayant 2, comme point limite. 


Exemple. — Supposons que 7 contienne une suite de cercles de 
rayons r, de centres æ,, |æ,| =, étrangers les uns aux autres. Si 
nous donnons une condition de serrage b> ““ >a > des points æ,, 


= 
Yn 


‘les rayons r, associés ne peuvent être bornés supérieurement que par 


une fonction suffisamment décroissante. On ne peut avoir 7,227 Si 
grand que soit pris ~, (x >1). En effet, dans le cercle de rayon 

01 = Ont 0% == Ppi(r+ Sn); 
on aurait c(¢))20%; l'intégrale I serait divergente. Mais on pourra 
prendre r= oe #, ce qui donne pour la constante de Robin y, la 


valeur — log'o,. De l’inégalité 


- 
—SY ET 
YO) dd nn IT 


Ann. Ec, Norm., (3), LVIII. — Fasc. 2. 


x 
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et des conditions écrites, on déduit une majoration de la forme 


set 9 ,.? ASSO; 


qui assure la convergence de l’intégrale I. 

Nous nous bornons, dans ce travail, à montrer l’intérét qu'il y a à 
obtenir des propriétés géométriques précises de tels ensembles plans 
si l’on veut améliorer la description de l’ensemble singulier S d'une 
fonction f(x, y) et en particulier de la frontière F d’un domaine H. 

Au voisinage du cercle [ 2, |y —yo| = R(2z)], R(x) étant discon- 
tinue en a, F possède la particularité suivante : dans le plana =a,, 
seul l’intérieur du cercle | y — y,| << R (x) appartient a H. Cependant, 
un point P extérieur à ce cercle et à distance positive de sa circon- 
férence peut être limite de points de H situés dans des plans voisins, 
et par suite être point frontière de H ('). 

I] existe en effet une suite x, qui tend vers æ,, cependant que R(x,) 
demeure au moins égal à R(æx,)+e,e > 0. 

Il suffit de prendre ces points +, dans l’ensemble 7. Nous pourrons 
prendre un point x, dans chaque domaine d, et lui associer un 
cercle y,= |x — 2,|<7r, entièrement contenu dans d,. Les dicy- 
lindres D, ouverts ir — &n| << Fay \X% aol Rea) 4. © yappate 
tiennent à H. La couronne 3: [2,, R(æx,)<|y — Yo| << R(a,)+¢] lui 
est étrangère mais elle est limite d’une infinité de domaines dicylin- 
driques A,=[|2— x! Sr RE) 70) RICE) [ag 
appartiennent à H. 

Supposons que toute la frontière de H soit singulière. On a mis 
ainsi en évidence la possibilité pour l’ensemble S de contenir une 
couronne plane 5 qui est en position très voisine d’une épine pénétrant 
dans le domaine d’holomorphie H. Une telle épine W serait constituée 
par une portion limitée de variété plane dont les points appartien- 
draient à S, mais seraient chacun centre d’une hypersphère dans 
laquelle f(x, y) est régulière sauf sur W. La configuration que nous 
venons d'obtenir diffère de celle qui correspond à une telle épine en 


(1) On comparera de tels points P à ceux du segment + = 0, — 1<y<1, frontière du 


; Me s 20% 
domaine défini par y > sin — dans le plan de deux coordonnées réelles æ, ». 
à me ? 


. 
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ce que 7 ne pénètre pas dans H, mais est seulement atteinte comme 
limite de domaines A, appartenant à H, domaines dont précisément 
l'importance est limitée par la condition qu’ils forment par projection 
sur le plan y= y, un ensemble effilé. 

Aussi bien la possibilité d'obtenir une épine de S pénétrant dans un 
domaine d'holomorphie est-elle exclue, que cette épine soit constituée 
par un morceau limité de plan ou plus généralement de variété carac- 
téristique. Démontrons l'énoncé suivant (') : 


TH£ORÈME 18. — A. Soit W une vartété caractéristique, s l’ensemble 
des points singuliers portés par W, s ne peut posséder un point frontière P 
sur W dans un voisinage duquel f(x, y) est holomorphe sauf sur W. 


Si W est le plan x =o, soit P[o, y,] le point frontière de s indiqué 
par l'énoncé, et soit G le dicylindre de centre P :!x2 <r, |y—y.|<a, 
dans lequel f(x, y) est supposé holomorphe, aux points du plan 2 = o 
exceptés; P étant limite de points réguliers, nous pouvons en désigner 


un, soit Q[o, y,.] tel que PEN ETS Considérons le dévelop- 
4 
pement de Hartogs fait à partir de la valeur y= y,. La fonc- 
tion R(æ, y.) est pour v=o au plus égale à Ÿ alors que pour !a)/ <r 
4 


et x=o elle est au moins égale a a ce quiestimpossible, R(æ, y, ) 
ayant la semi-continuité inférieure. 

Si W est définie par g(a, vy) =o et sien P[x,, y,| la dérivée g’. nest 
pas nulle, on représentera W par x=a,+h(y — y,) au voisinage 
de P. Lafonction g(u, v) =/[a,+th(y —y.) +4, y]est holomorphe 
dans le voisinage du point uo, y=y,, sauf sur le plan u=o, et 
Plu=o, y=y,] est frontière de points réguliers situés sur ce plan. 
D'autre part, les points où l’on a g,—o ne sauraient ni être sculs 
singuliers puisqu'ils sont isolés, ni être à eux seuls frontières des 
points singuliers situés sur W. L'énoncé est donc établi, d’où découle 
en particulier que S ne saurait projeter dans un domaine d'holo- 


(1) Cf. en ce qui concerne la forme A du théorème 18, P. Tuutten, Wath. nn. 
vol. 111, 1935, p. 137. On peut la considérer comme une conséquence de la continuité 


des singularités d’une fonction f(x. x). 
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morphie une épine plane sur laquelle se trouve une frontière entre 
points singuliers et réguliers. 


Remarque. — \’énoncé permet de prolonger une singularité sur une 
variété caractérisque W. Partant d’un point P supposé singulier, on 
pourra parcourir W et affirmer que tous les points M rencontrés sont 
singuliers tant qu'ils seront centres de dicylindres en lesquels on sait 
que f(x, y) est holomorphe, sauf peut-être aux points situés sur W. 
La méthode précédente montre que ce prolongemeut est possible au 
moyen d'une uniformisation locale de W, done surtoute partie irréduc- 
tible de W plongée dans un domaine d’holomorphie. 

L'énoncé démontré plus haut recoit maintenant une forme 
plus précise que nous énoncerons seulement dans le cas où W est une 
variété plane que nous supposerons être le plan x =o. 


B. Soit o un domaine du plan x=0 contenu dans la couronne 
R<|y|<R+a; la fonction f(x, y) supposée régulière dans le 
dicylindre |x| <r, |y|< Ket dans les domaines dicylindriques, 


Ars 0 CO da Hal ET RE 


ne peut être singulière sur o que st les domaines d, forment un ensemble 
effilé au point x — 0. 


Points aVinfint. — Un point à l'infini de H est obtenu quand V (2) 
tend vers — «x. Un domaine fermé de convergence uniforme intérieur 
à H est défini par |y — y.|<(e*! avec s(x) > V(æ) Fe, e>o. Il 
sera donc déterminé par |y —y,| <4#R(x). 

Cette condition précise ce qu'il faut entendre par domaine fermé 
intérieur à H dans le cas où H a des pointes à l'infini. Ces pointes 
forment en projection sur le plan de symétrie un ensemble de capacité 
intérieure nulle. Celles æ; pour lesquelles on impose une condi- 


tion R(x) > ae %>o quand x tend vers 2; sont, comme nous 


l'avons vu au Chapitre précédent, en infinité dénombrable. 


3. Nous désignerons par R (x, y) la distance comptée parallèle- 
ment au plan æ =o du point[a, y]a l’ensemble singulier S de f(a, y). 
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La fonction V (a, y) = — iogR(x, y} est, d'après ce qui précède, sous- 
harmonique de æ pour y —y,. Elle est sous-harmonique et continue 
de y pour æ =~, d'après la propriété de la plus courte distance d’un 
point à un ensemble. 

Nous examinerons le cas particulier ou, pour æCd, V(a, y) est 
une fonction harmonique de x. 


Lemme. — SE U,(æ) est une suite de fonctions sous-harmoniques néga- 
tives ou nulles dans d qui converge vers zéro en un point x, intérieur à d, 
alors les fonctions de masses wu, associées aux U, (x) tendent vers zéro 
dans tout domaine intérieur à d et U, (x) tend vers zéro presque partout 


à l'intérieur de d. 


Supposons, en effet, qu'il existe un domaine d, Cd et une suite 
infinie que nous représenterons par U,(x) tels que u, (d,)2a>0. 
Il nous suffira de reprendre un raisonnement fait au Chapitre I au 
moyen de deux domaines intermédiaires d,, d, : d, Cd Cd,Cd, d 
contenant æ, à son intérieur. De la décomposition 


UE) 1477160) — f d'un(a) gle. a) 


dy 
découle, puisque l’on a H’ (x) <0, u,(d,) 2m, — g(æ, a)<— a: 


Un(2) S= & p, (a1) S— ma 
dès que x est intérieur à d'; on ne peut avoir 


limU,, (.7)) = 0 
as 
que si u.,(d,) tend vers zéro. 

L’inégalité U,(x) = H,(x), entraine H,(æ&,) +0 au point 2. Les 
fonctions H,(2) convergent done uniformément vers zéro dans tout 
domaine intérieur ad. Quant aux termes | du,(a)g(æx, «), chacun 

li 
d’eux se met, comme il a été déjà vu, sous la forme d’une fonction 
harmonique qui tend uniformément vers zero avec u.,, augmentée d’un 
potentiel qui, d’après le théorème 1%, tend vers zéro presque partout 
dans d,. Comme d, est un domaine quelconque intérieur ad, le lemme 


est établi. 
9 #% 
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Tuéorème 19. — Si la suite de fonctions sous-harmoniques U, (x) 
bornées supérieurement a dans d une limite supérieure régularisée V (x) 
qui est harmonique, il existe une suite partielle qui converge vers V(x) 
presque partout dans d et les fonctions de masse de cette suite tendent 
vers zéro dans d. 


La fonction V (2) étant continue, nous savons d’après le théorème 9 
que, si B, désigne le maximum de U,(æ)— V(x) dans un domaine 
fermé d, Cd, on a lim 3*—o. Posons 

ft 


(32)° Us, (x) = Un(x) — V(x) — Bt. 


Choisissons un point 2, Cd, en lequel U(x,) = V(x,); il existe une 
suite partielle U,(æ) qui, en ce point, converge vers V(x,). On 


aura 
hin U;,, (ae) == 0, 


Les fonctions U),,(a) forment une suite satisfaisant aux conditions 
du lemme dans d, qui converge donc vers zéro presque partout 
dans d, et par suite presque partout dans d. 

Les masses des U,(x) sont les mêmes que celles des U,(x). Donc, 
les fonctions u,, tendent vers zéro dans l’intérieur de d. 

La suite particuliere considérée se distingue de toutes les autres 
En effet, la convergence en un seul point intérieur à d d’une suite 
partielle suffit, d'après le lemme, à assurer sa convergence presque 


partout dans d. Dès lors, une telle suite U,(x), ou bien converge 
presque partout vers V(æ), ou bien satisfait à lim U,(æ) << V(x) —m, 
p=, 


m>o, dans un domaine intérieur a d : les fonctions lim de suites 
partielles qui ne coincident pas avec V(a) restent à distance positive 
de V (x). 

Remarquons également que l'énoncé 19 établit une convergence 
sans aucune hypothese de cette nature. 


Conséquence. — 1° Si v(n) représénte le nombre de points d’inter- 
section de la variété 0, (a, y) =o avec le domaine [wedscadj = 
on a, lorsque logR(a, y,) est harmonique de x : 


(33) Cie eee 


Tue: 7 
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2° Danstoutdomained ot logR(a, y,)estharmoniquede, les épines 
se projettent suivant un ensemble de capacité intérieure nulle sur le 
plan y = y, d'après le théorème 14, et cette propriété demeure quelle 
que soit la fonction f(a, y) dont on considère le développement 
pourvu que, au-dessus de d, son domaine H soit limité par la même 


frontière F 
fared fy — fy = RIZ; Ve): 


Cas particulier. — On est assuré que log R(a, y,) est harmonique 
pour æCd lorsque la frontière F porte au-dessus de d une variété 
caractéristique y — y, = p(æ). 

Ce sera le cas, quand F s'appuie sur une variété polaire ou sur 
une variété de ramification. L’équation | y —yo|=R(aw)e"'= (x) 
montre que Ü(x) est une fonction conjuguée de logR(x) définie a 
une constante additive près; par suite toutes les surfaces caractéris- 
tiques, portées par F, s'obtiennent par rotation à partir de l’une d’entre 
elles. Elles demeurent portées par F dans tout domaine où log R(x) est 
harmonique. 

Enoncons encore dans ce cas particulier : 


THÉORÈME 20. — S¢ au-dessus du domaine xCd du plan y = y, la 
frontière F du domaine de convergence H porte une surface caractiris- 
tique Y — Yo = F(X): 

1° Il existe une suite infinie de dérivées ©, .(æ, y) telle que, dans tout 
domaine d, intérieur à d, les équations ©, (x, Y,)— 0 ont au plus An, 

1 Tf a 
racines, A étant une constante; 

2° Les fonctions U,,(x, y,), déduites des dérivées appartenant à cette 
suite, convergent vers la fonction harmonique — log 9(æx)| presque 
partout à l’intérieur de d; 

3° Les épines du domaine H qui sont au-dessus de d se projettent 
suivant un ensemble. de capacité intérieure nulle à l'intérieur de d. 


4. Nous ferons maintenant une hypothèse plus restrictive en sup- 
posant que logR(a, y) est harmonique en x, quand & varie dans d, 
non seulement pour une valeur particulière y,, mais pour certains 
ensembles de valeurs voisines. 
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Nous étudierons quelles conséquences entraine pour l’ensemble ¢ 
des points singuliers situés sur F lhypothèse que logR(x, y) est 
harmonique de æ quand æ appartient à un domaine d, et cela pour 
toutes les valeurs y du segment y = y,+ he, oSh <h,, dont l'ampli- 
tude n'intervient pas. 

Désignons par C(æ) le cercle [x, y =y,+R(æ)e"], par O son 
centre, par Ow la demi-droite décrite par de point [æ, y= yo+ he] 
quand À positif varie seul. Parcourons C(a) dans le sens des 8 crois- 
sants à partir du point D situé sur Ow: nous rencontrons certainement 
un point singulier de la fonction analytique de deux variables sur 
C(x). Nous appellerons A le premier point singulier rencontré, de 
coordonnées [æ, y,—=R(a)e”]. Pour en calculer l'argument, nous 
utiliserons une méthode récemment employée pour résoudre le même 
problème pour les fonctions d’une variable (‘). Remarquons que 
R(x, y) est la distance du point [x, y] à l’ensemble s, section de 
l’ensemble singulier S par un plan æ— const. D'où, en supposant 
æ Constant, 


0 — a) Ô 

30 y RERO Sh) FS log R ot hei) =| 
(30) R 7 0e (aide + hel) = pr). 
R, représentant par abréviation R(x, y,). 


Toutefois, le calcul fait à a constant ne nous donne aucune ere 
uniforme par rapport à æ. Posons 


HT) = i [log R(x, 70+ he™) — log Ro J. 


Les fonctions (a) sont harmoniques de x, pourro<h<h, et 
convergent vers w(x) pour chaque valeur de 2. Montrons de plus 
qu'elles sont bornées. On a évidemment 


Ry+ h> R(x. yo+ hei) > Ro— h. 


ie) S. Mannecarost, C. À. Acad. Se, t. 204, 1937, p. 1456. Nous Wappliquons pas 
ici le résultat à la fonction /(r. y) de la seule variable y pour . constant, ce qui 
introduirait les épines. Nous utilisons directement la propriété de la distance à un 
ensemble fermé. 
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(31) | HaCT) 1 < des que h<h,, 


A étant une constante indépendante de x et de h. 

Dans un domaine d, intérieur à d, R(a, y,) a un minimum non 
nul; par suite, les fonctions w(æ) forment une famille harmonique 
bornée. La convergence est donc uniforme et la fonction via) 
est aussi harmonique. L'égalité qui définit 8(x) 


(32) cos(9—w)——p(x)R(x, 75) 


montre que 9 est fonction analytique des variables réelles w,, wy. 
Soit / la longueur OT interceptée sur la demi-droite Ow de direction 
fixe par la tangente AT au cercle C(x) 


1 __ cos(9 —«) 


/ EAN 


Nous énoncerons : 


Tuéorème 21. — Si l'on suppose la fonction logR(x, y) harmonique 
de x pris dans un domaine d quand y appartient ausegmenty = Y, + he, 
0<h< h,, alors le premier point singulier rencontré sur les cercles de 
la frontière du domaine semi-cerclé, lorsqu'on les parcourt à partir du 
point y=y.+R(a, y,)e” dans un sens constant, décrit une mulupli- 
cité à deux dimensions déterminée par des fonctions analytiques des 
coordonnées réelles u, et u, de x, tant que x reste à l'intérieur de d. 
La fonction I(x) définie par (33), qui détermine les équations de cette 
multiplicité, est l'inverse d’une fonction harmonique. 


Conséquences. — 1° Le segment /(x) ne peut être minimum ou 
maximum que sur la frontière de d à moins d’être constant. 


2° Écartons le cas où tout point de F est singulier, cas dont le 

théorème 16 a montré la possibilité, et supposons qu'un point 

[x,,v,] de F soit régulier, c’est-à-dire centre d’un dicylindre 

Ix—æx,|<r,ly—7,|<r' dans lequel f(x, y) est holomorphe; la 

région située sur F à travers laquelle f(x, y) est prolongeable, 

a sur F une frontière f à deux dimensions. Le théorème 21 nous 
Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 2. 18 
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indique que dans la région |a —2x,| <r cette frontiére f est formée 
par des multiplicités à deux dimensions déterminées par des fonctions 
analytiques de variables réelles. 

L'égalité (32) s’écrit encore : 


(tu, Us) = eV aheos (0 — a). 


Si, partant de (34), nous exprimons par Au. = 0 l’harmonicité de p, 
il vient, en tenant compte de AV —0 


xs ves av\? fav (00\?_ cu 
(34) cos(0 —0)| (5) +(55) (7 du, 
dV 08 AU 0Q\]__ 
— sin(9 — w)] A0-+9( 57 du, a= du, x) [=e 
Supposons logR(æ, y) harmonique de y non plus seulement pour y 
compris sur un segment, mais pour toutes les valeurs de y appartenant 


a un secteur 


y=yothe’, oSh<h, |0—aol<a, 


les arcs découpés par l’angle |9—w|<a sur les cercles C(x) ne 
contenant que des points réguliers. Dans ces conditions (34) est 
vérifié quand on y remplace w par une valeur quelconque prise 
sur cet arc; on en déduit la nullité des deux crochets qui y figurent. 
Le système des deux équations ainsi obtenues a pour solution parti- 
culière 9= W(u,, u:), W étant une fonction harmonique conjuguée 
de V(x). Si l’on pose 0 — W +=, on obtient 


(= (TE) = Oe Tina Oy Ot —A 
Ou, Gr ar Ou, du, dus Ou, ) — 
qui entraine At20. Nous énoncerons donc la propriété suivante : elle 


précise le caractère des multiplicités qui constituent dans les 
conditions étudiées la frontière sur F d’une région de régularité. 


THÉORÈME 22. — Stun point P[x,, y; = y, + R(a,) e] est un point 
régulier sur F, st, de plus, dans un cercle |x—x,|<r, la fonction 
logR(x, y) est une fonction harmonique de x quelle que soit la valeur 
de y prise dans un secteur y = y,+ he", o<h<h,,|\8 —w|< a, alors, 
dans le voisinage de P, le premier point singulier rencontré sur le 
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cercle C(x) à partir de la droite d’argument w a pour argument une 
fonction 0(x) analytique des coordonnées réelles de x et cette fonction 
est de plus sous-harmonique. 


5. Nous appliquerons les résultats de ce chapitre au problème de 
l'étude des arêtes (') de l’ensemble singulier S. 


Définition. — Nous appellerons arêtes de l’ensemble S le sous- 
ensemble W des points M en lesquels la partie bilatérale du faisceau 
dérivé (?) de S laisse échapper un plan caractéristique (M). 

Les résultats d’une étude géométrique récente (*) rendent utilisable 
cette définition au point de vue analytique malgré sa généralité. En 
effet, les points du sous-ensemble W se répartissent sur une infinité 

-dénombrable de multiplicités W, définies par des fonctions continues 
_ satisfaisant même à une condition de Lipschitz. 

Chacune de ces multiplicités mérite le nom d’arêtes : en effet, 
coupons S par le plan caractéristique 7(M), que nous supposerons être 
le plan 2 — 0; nous obtenons un ensemble s dont le faisceau dérivé 
en M n’a aucune partie bilatérale; si ce faisceau dérivé est connexe, il 
forme un angle de sommet M d'ouverture inférieure à x. Les points 
voisins de M sur W; sont donnés par y = g(x) 


lai) — 8(2)| <a | 


et dans les plans x= const., on a encore ce qu'on peut appeler 
la configuration d’une arête sortante de S. Pour préciser et éliminer 
le cas où le faisceau dérivé dans ces plans ne serait pas formé d’un 
seul angle, nous appellerons arêtes A les multiplicités W; qui 
possèdent la propriété suivante : quand M parcourt l’une d’elles, le 
faisceau dérivé varie continûment et sa section par les plans caracté- 
ristiques qui n’appartiennent pas à sa partie bilatérale demeure 


un faisceau connexe. 


(1) Cf. l'ouvrage cité de II. Behnte et P. Thullen, p. 52. 
(2) C'est-à-dire l’ensemble des droites dont les deux demi-droites issues dle M sont des 


tangentes à S. 
(3) F. Rocer, Acta Mathemutica, 1. 69, 1938, p. yy. 
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TuéorèMe 23. — Les arêtes A sont composées de vartétés caractéris- 
tiques. 2 


Nous montrerons qu'il en est ainsi pour l'arête y=g(a) au 
voisinage du point M[o, y], =(M) étant le plan ao. Soit TMI’ 
l'angle inférieur à + qui constitue l’intersection du faisceau dérivé 
en M avec le plan x — 0. D'après la définition même du faisceau 
dérivé, il existe un cercle y de centre M dans le plan a =o tel que les 
points de S qui y sont contenus soient situés à l’intérieur d'un 
angle T,MT' contenant TMT’ mais encore inférieur à x. Soit r le rayon 
de ce cercle. Prenons sur la bissectrice de l’angle T,MT' un point 
Po, yo] assez voisin de M pour que le cercle de centre P passant 
par M soit intérieur à y. Il existe un dicylindre de centre P en 
lequel f(z, y) est régulière. Étudions la fonction R(æ, y) au voisinage 
des valeurs x —=0,y—7,. Considérons en particulier le domaine H 
de plan de symétrie y—7,. L’aréte étant continue et S fermé, il 
existe un cercle d:|a|< 9, au-dessus duquel la seule singularité 
située sur la frontière de H est l’aréte. On a donc 


logR (x. y) = log | g(r) — » :. 


Remplacons au besoin ¢ par un nombre inférieur; l'hypothèse de 
continuité faite dans la définition des arêtes A entraine, S étant fermé, 
la disposition suivante dans tous les plans æ = const. tant que x 
reste dans le cercle d : sur chaque cercle [æ,!y — y,|=-R(a)], dont 
nous désignerons le centre par O, se trouve le seul point singulier M 
appartenant a l'arête; les points de l'ensemble S situés dans le-cercle 
de centre M et de rayon r sont contenus dans un angle de bissec- 
trice OM au plus égal 2x — 2a, (a > 0). 

Dans ces conditions, tant que y reste voisin de yy, logR(a, y) est 
une fonction harmonique de y pour æ constant. Le domaine d’harmo- 
nicité contient, comme on le vérifie facilement, le cercle 


Ly 0 <a Rie ye) sing. 


Remplacant R(x, y) par une borne inférieure dans le cercle d on 
aura : 
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Tutortme 24. — Au voisinage d'un de ses points M en lequel on 
suppose que le plan exceptionnel 5 (M) est le plan x — 0, une aréte A 
appartient à la frontière d’un domaine dans lequel logR(a, y) est 
fonction harmonique de y, soit quand on y laisse x constant, soit quand 
on y remplace x par u-ty, t étant de module suffisamment petit. 


En effet, si le plan æ— 0 n'appartient pas à la partie bilatérale du 
faisceau, il en est encore de mème d’une infinité de plans de direc- 
tions voisines à partir desquels on peut reprendre le raisonnement 
précédent après avoir fait dans l’équation de l’arête le changement de 
variable indiqué par l'énoncé. 


Lemme. — St V(x, y) est une fonction définie dans un domaine D, 
sous-harmonique en x pour y constant, harmonique en y au voisinage 
de chaque point de D quand on se déplace sur les plans x + ty = const. 
dès que |t| <a, elle est harmonique de x et de y dans D. 

Remarquons d'abord que V(x, y) est continue du point P[x, y]de 
E, ; en effet de l’harmonicité sur deux directions de plans définies par 
t—0o et t=t, résultent que les dérivées dans quatre directions 
n’appartenant pas à une même variété linéaire sont bornées. Montrons 
ensuite que V(x, y) est harmonique au voisinage d’un point de D dont 
nous désignerons les coordonnées par 2, y,. 

La sous-harmonicité de V(a, y) en x nous donne 
(35) Ordi) = fh V (eet red, 0% d0 — V(x, Yo) 2 0. 

Soit 6 un nombre positif inférieur à a. On a, quel que soit w, puisque 
V(x, v) est harmonique de y sur tous les plans y—y, ={(7 — 2) 
avec t = be 


a 5 Je 
Ih V (2+ re), Yo pete Vdd — 0 
: ) 
0 


Intégrons par rapport à w; l'intégrale peut s’écrire 


2k ait 2 
{ [ V (au+ reo, yo : ét) QU 0 07 
0 0 


2 


4p f) (a Maar ; “a 0 = 08 
< 2] 
0 
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Cette égalité comparée à (35) entraine, par suite de la continuité, 
0(x, y)=o et, le nombre r étant quelconque du moment qu'il est 
assez petit pour que les points considérés restent à l'intérieur de D, 
on en conclut à l’harmonicité de V(x, y) en x pour y constant. 

La fonction log | g(x) — y| est doublement harmonique et mème, 
par suite de sa forme, biharmonique de a, y. Ainsi, nous pouvons 
énoncer : 


. 


THÉOnèME 25. — Une aréte A appartient à la frontière d’un domaine 
dans lequel logR (a, y) est btharmonique. Réciproquement, st la fonc- 
tion logR(a, y) est btharmonique dans un domaine x Cd, la frontière 
du domaine de convergence de la série de Hartogs de f(x, y) de centre 
y =}, porte au-dessus de d une aréte À de points singulrers. 


La réciproque est en effet immédiate, l’harmonicité de logR(x, y) 
en y pour x donné entrainant qu'il n’y ait qu’un seul point singulier M 
sur le cercle de convergence et que les points de S voisins de ce point 
soient contenus dans un angle sans point commun autre que M avec 
le cercle et avec sa tangente en M. 

L’équation de l’arête s’établit effectivement a partir de la fonction 
logR(x, y) supposée biharmonique. En effet, soit 


V(x, y) =logR(z, y)+iH(x, y). 


H(x, y) étant une conjuguée de R(x, y). On a 


; 0 0 
Cr Y)=Y Ce y) = Fo logR(2, 7) — 15 logR(x, 7), 


(36) 


Seep) = (cos0 — ¢sin9), 


_ R(x,r) 
d'après la méthode de calcul de l'argument du point singulier 
employée plus haut. Par suite, pour y — yo, 


I 


(25%). 


Da RC Vo) = — 


La fonction y\= g(x) qui définit l'aréte A est obtenue en prenant 


g(2)=— = EL 9(x,y) étant la fonction analytique définie 
par (36). 


Le théorème 23 est ainsi démontre. 
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Remarque. — Soit D un domaine dans lequel V(x, y) est biharmo- 
nique. Soit d l'intersection de ce domaine par un plan y = »,. D'après 
le théorème 19 il existe une suite partielle U,,(x, y) qui converge 
presque partout à l'intérieur de d vers V(æ, y); cette suite converge 
en tout point intérieur à D sauf sur un ensemble qui est coupé par 
tout plan caractéristique sur lequel on n’a pas æ— const. suivant 
un ensemble de capacité intérieure nulle. En effet, soit P[x,, y;| 
un point de D suffisamment proche du domaine d : [xCd,y=—7y, 
pour que nous puissions mener par ce point un plan analytique = 
qui coupe d sans sortir de D. Nous choisirons ce plan de manière 
qu'il coupe d en un point Q où la suite U,,(x, y) converge 
vers V(x, y). Tracons dans x un domaine d' qui, sans sortir de D, 
contienne à son intérieur P et Q. La convergence en Q entraine 
la convergence presque partout dans d’ sur le plan; la proposition 
est donc démontrée. 


Définition. — Un ensemble de E, sera dit de type E, s’il est coupé 
par toute variété caractéristique qu'il ne contient pas suivant un 
ensemble de capacité intérieure nulle. 

Le raisonnement qui précède peut être fait sur une variété caracté- 
ristique, en se servant comme variable de son paramètre d’unifor- 
misation locale, les U,(x, y) devenant évidemment des fonctions 
sous-harmoniques de ce paramètre. D'autre part, on peut atteindre 
tout point intérieur de D en empruntant un nombre fini de domaines 
tels que d’, la convergence en un point du précédent entrainant 
la convergence presque partout dans le suivant. Nous énoncerons 
donc : 


Tuéorème 26. — D étant le domaine contigu à l’aréte A où logR(x, y) 
est biharmonique, il existe une suite partielle U,,(æ, y) qui converge 
dans D sauf sur un ensemble de type E, à l'intérieur de D. 

Cette suite mise à part, les fonctions de la suite restante demeurent 
inférieures à V(x, y)=—logR(a, y) d'un nombre fixe dans tout 
domaine D' intérieur à D. 


Indiquons une circonstance mise en lumière par cet énoncé : nous 
savons, par le théorème 20, que les équations ,,(x, y) =0 n'ont 
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dans D’ qu'un nombre v(»,) de zéros sur un plan y = yy, avec 


Tae) 
lim ==10) 
Ny. 


(37) 


Ce fait peut a priori être interprété de deux manières : ou bien les 
rariétés définies par 9,,(v, y) = 0 ne pénètrent que rarement dans D’ 
(on pourrait, utilisant un résultat du chapitre suivant, imposer une 
borne supérieure convenable fonction de n à l’aire de ces variétés 
dans D’), ou bien, la direction de plan y = const. est une direction 
exceptionnelle pour la majeure partie de ces variétés, le caractère 
exceptionnel devant, par ailleurs, être précisé par l’étude des fonc- 
tions ©, (x, y) au voisinage de l’ensemble singulier S. Il est clair que, 
même formulée avec cette imprécision, la première éventualité se 
distingue de la seconde en ce que les plans de directions voisines 
æ+ty =u possèdent encore dans le premier cas la propriété de n'être 
coupés par les variétés 9,,(2, y) —0o qu'au même degré de rareté, 
Le théorème 26 nous montre qu'au voisinage de l’aréte il en est bien 
ainsi : quelle que soit la direction de plan qui porte d', la limita- 
tion (36) est valable, v(m,) étant le nombre des points de la variété 
On,(@, y) =o situés sur d’; la limitation de la fréquence des variétés 
21,(2, y) dans D' fera appel à des caractères de croissance dans E, et 
non plus seulement à des propriétés particulières aux plans y = const. 


CHAPITRE III. 


ÉTUDE DE QUELQUES CARACTERES LIES A LA CROISSANCE 


1. Nous continuerons l'étude d’une fonction f(x, y) supposée 
holomorphe au voisinage de la région plane [x C.d..y coe les 
examinant le cas, laissé de côté au Chapitre I, où f(x, y) n'a aucune 
singularité à distance finie au-dessus de d, c’est-à-dire dans la 
région [x € d,!/y <<]. Les fonctions que nous noterons (fx;, y), de 
la seule variable y, constituent alors une classe de fonctions entières 
d'une variable dépendant du paramètre æ. Pour comparer ces diffe- 
rentes fonctions entre elles, nous utiliserons les notations suivantes 
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qui représentent différentes fonctions croissantes par rapport a 
ira 


M(z, r’) désigne le maximum de | f(x, y)| pour x fixé, |y|—r'; 
Mr, r') est le maximum de | f(z, y)| pour æ£r, y<r'; 
M,(r) est le maximum de |A,(x)| pour æ£r<R. 


Le cercle |x £ÆR, k © 1 sera supposé contenu dans le domaine 
ouvert d. Nous poserons . 
S(r, r')= 3 M,(r) r'# 
Remarquons tout d’abord que Sfr, r’) et M(r, r’) sont des fonctions 
de r' de croissances à très peu près identiques. On a en effet, d’aprés (4), 
M(r,7r) 


rir 


(38) M,(r) < 


ou, en remplaçant 7’ par 27’, : 


SP TV) D MA(r) POM Far) > a Sse MPs By"), 


0 0 
De plus S(r, r’) majore la série PARA Eos On a donc 
(39) Mr TISSU in) OM Cr 7 


La fonction S(r, 7’) constituant une lee pour toutes les 
fonctions entiéres en y de la classe étudiée, pour lesquelles le 
paramètre a est de module inférieur à r, un problème préliminaire 
se pose : comparer entre elles les différentes majorantes obtenues 
quand on remplace le cercle |x| <r par un autre cercle ou même par 
un domaine d, quelconque, la série ©M,(d,)r’” continuant à être 
notée S(d,, r'). 

Considérons les deux cercles concentriques :æ|=7r, x, —R avec 
r<R. Les courbes C,, définies par rapport aux axes Ouy par 


VE fat) = loeM ES, u = logr, 


sont convexes et croissantes. Par ailleurs désignons par A,A,, B,B,, 

Ded; D, les ordonnées de la courbe C, pour les valeurs 4 — logr, 

u=logR, u=logkR. A partir d’une certaine valeur 7, den, D,D,, est 
ann. Ee. Norm., (3), LVIIT. — Fase. 2. 19 


10 
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négatif, le cercle |a|=AR appartenant à d, et M,(#R) tendant vers 
zéro. Soient encore C, les courbes qu’on déduit de C, en divisant les 
ordonnées par |B, B, |: elles passent toutes par le point B, de 
coordonnées u = logR, y —— 1 et possèdent les propriétés de crois- 
sance et de convexité des courbes C,; leur pente, à gauche de Bi, ne 
peut surpasser la pente de la corde B,D,. En exprimant que le trans- 
formé A’ de A, est au-dessus de cette droite, nous obtenons l'inégalité 


logR — logr™ 
logM, (7) 2 logM, (R) [: of wt 


logk 
réalisée pour n >'n,. Elle est de la forme 
logM,(r) > (a logr + B)logM,(R)—A(r)logM,(R). 
D’autre part ona logM,(r) <logM,(R). D'où 
(40) k(r) logM,(R)£logM,(r)£<logM,(R); 
h(r) est une fonction plus grande que 1, finie dès que r est Le 


de zéro; (40) entraine l’énoncé : 


THÉORÈME 27. — Soit |x| <R un cercle fixe intérieur au domaine d 
aux points duquel il correspond une classe de fonctions f(x, y) 
entières en y, et soit M,(r) le maximum sur le cercle |x|— r du module 
du cofjiecient A,(x) de la série de Hartogs XA,(x) y" de f(x, y). Le 


logM : Sue : : 
rapport cen", à partir d'une certaine valeur de n, compris entre 
5 Mn 

deux fonctions positives fixes qui ne dépendent que de r; elles demeurent 
Jinies tant que r est positif et que le cercle|æ|=—r reste intérieur à d. 

De (40) découle encore 

M,(R)4 << Mr) <M,(R) 

pour n >n,. D'où, à partir d’une valeur 7°, 
(41) EM, (RY r'™S EM (r) SEM, (R)r”, 

Nous sommes amenés à comparer les croissances de deux fonctions 


EC,r* et UChr", h étant un nombre fixe supérieur à un. Désignons 
par N(7’) le rang du terme de module maximum de la série XC,r"(ou 
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le rang le plus élevé s’il se trouve plusieurs termes ayant cette 
- propriété). On aura 

log Cr = h logCy+ N logr'— À log Cy (7). 
Si done m(r’) désigne le module d'un tel terme, M,(7’), Ma(7’) étant 


les maxima des modules des deux séries XC,r”", S0?r*, que nous. 
comparons pour une valeur 7’, on aura 


SS a 
logM,(r’) > log C&r'X= hlog Cy (r’®)#= esee | 


Or log m(r’) est asymptotiquement équivalent à logM,(7’). D'une 
façon précise, la théorie des fonctions entières d’une variable (') 
donne la double inégalité 

log m(r’) < log M,(r’) < logm(r’) + (5+ «) log, m(r’) 
ou 
logm(r’) < logM,(r’) < (1+ €) logm(r’), 


sauf pour des valeurs 7’ sur l’ensemble desquelles logy’ a une variation 
bornée. Dans ces conditions, (41) nous conduit à l'inégalité 


(42) M(R, r#) <M(r, 7) SM(R, r’) 


pour r< R, le nombre / est fini dès que rest positif; il est borné par 
la fonction A(r) définie plus haut. 

La comparaison des quantités M,(R), M,(7) conduit done à 
l'énoncé : 

Tuéortme 28. — Si l’on considère les fonctions M(r, r’) et S(r,r') 
pour différentes valeurs der, on a 
(43) Scr, Aer SR, 175) et Mr, rh) =M(R 7’), 


la fonction h(r') étant bornée, quand r' varie, par une fonction de r 
qui reste finie tant que r est différent de zéro. 


L’énoncé donné ne tient plus compte d’intervalles exceptionnels 
de valeurs de 7’; il sera justifié sous cette forme par la remarque 


faite page (174). 


(1) G. Vatiron, Lectures on the general Theory of integral fonctions, 1923, p. 106. 
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Continuant à étudier les conséquences de l'énoncé 27, nous 
poserons, pour n>”, de manière que œ(n) soit une fonction 
positive 

o(n) =— logM,(R) 
et 


I 
UA2) = aoa) log| A,(x) |. 


. 


Les fonctions sous-harmoniques U,(x) sont inférieures à — 1 pour 
|x| <R. Elles sont de masses bornées dans l'intérieur de ce cercle; 
sinon, d’après un résultat du Chapitre I, une suite partielle d’entre 
elles convergerait vers —x dans tout domaine intérieur à d, et en 
particulier sur le cercle |æ|—r<R, ce qui contredit l'énoncé 27 
d’après lequel on a, en un point de ce cercle, 

i 


Un(2n) = logM, (r)2—A(r). 


on) 


Nous énoncerons donc : 


TuéorÈème 29. — Les coefficients À, (x) ont dans tout cercle |x|<r<R 
y(2) 


2 
o(n) 


un nombre de zéros y(n) tel que le rapport soit borné quel que soit n. 


D'autre part les plus petites majorantes harmoniques H,(x) des 
U,(æ) dans le cercle |~|<R forment une famille normale bornée 
inférieurement dans tout cercle intérieur. Un raisonnement du Cha- 


pitre [ montre que la capacité de l’ensemble U,(v)< —A est au 
h 


plus Ke “, K et une dépendant ni de n ni de À, mais seulement des 
bornes finies assignées aux fonctions U,(æ). L’ensemble E, sur lequel 


on alimU,(a2)< —A possède une capacité intérieure limitée par la 
même expression. Désignant toujours par m(7’) le terme maximum de 
la série 

SiR,r)=2M (bre 


nous remarquerons qu'il existe une suite r, avec 7’, >, N(r,) 2, 
A gate Ne St 


(43%) logm(r/,) > [1 — ¢(1,) | logS(R, r,) 


LA THEORIE DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES COMPLEXES, 143 


et nous écrirons, 7’ et N appartenant à ces suites de valeurs, 

1 
(44) log| Ax(x)rN > —ho(N)+N logr'— A logm (7) 
si Uy(x@) > — A. D'où, si petit que soit < positif, 


4 
log M (Se 70) = (h 53) logS (r, yin) 


pour une infinité de valeurs de 7’ tendant vers l'infini, à moins que 
Von n'ait lim Uy(@)< — A. 


Tutortme 30. — La croissance des fonctions de la classe f(x, y) 
présente le caractère d’homogénéité suivant : on a, quel que soit ¢, 


À 
log M (x, 7") > (h —e)logS (R, rin) 


e 
pour une infinité de valeurs de r' tendant vers l'infini, sauf si x appar- 
tient à un ensemble E, dont la capacité intérieure tend vers zéro 


avec — 
h 
Le théorème constitue évidemment un résultat précis dans le cas où 
l’on attribue à la croissance de logS(R, 7’), ou encore à celle de 
log M(R, 7’), un certain caractère de régularité. 


Remarque sur une propriété des fonctions d'une vartable. — Suppo- 
sons f(z) régulière dans un domaine contenant à son intérieur 
les cercles concentriques C,, C,, C, de centre O de rayons ry, r,,r, 
croissants dans cet ordre : il existe une borne inférieure de log M(C,) 
en fonction linéaire de log M(C,) et de log M(C;), obtenue en expri- 
mant la convexité de log M(r) en fonction de logr, M(r) désignant le 
maximum de | f(z)| sur le cercle |a|=r. 

Si nous remplagons C, par un ensemble e intérieur au cercle C,, et 
désignons par M(e) le maximum de | /(z)| pris sur e, un théorème de 
forme analogue subsiste encore, des que e est de capacité positive, 
mais avec cette différence pourtant essentielle que les coefficients de 
la fonction linéaire obtenue ne sont plus nécessairement positifs. Le 

AES 
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raisonnement fait plus haut s’applique en effet à toute fonction sous- 


harmonique 
U (2) = log | f() | — log M (G:). 


Ces fonctions forment une famille négative ou nulle, de masses 
bornées pour |s|<7r5; l’ensemble U(z)< — k a une capacité qui 


tend vers zéro avec Ge Autrement dit, si e est de capacité CZ 0, le 


maximum M(e) de |f(z)| sur e est borné inférieurement par un 
nombre qui ne dépend que des données; l'existence de la propriété est 
ainsi acquise par une méthode de familles normales. 

Indiquons très brièvement comment le calcul de la borne s’effectue : 
nous poserons r,=R, r; = AR, # >> 1, et nous considérerons égale- 
ment le cercle intermédiaire |æ| = #R. A l’intérieur de ce dernier 
cercle, la masse y. de U(z) est bornée : 


(45) = logM (4 R) — logM (AR) logM (AR) — logM(R) _ 
R log(A?+ 1) — log2 À log(A?+ 1) — logo À AL 


D'autre part, si v(z) est la distribution d'équilibre de Robin- 
Frostmann sur e, on a 


(46) t= fu) av = fut ff tu (a) avi(a)log 


(a) étant la distribution relative a U(z) elle-même. Nous bornerons 
inférieurement M(e) au moyen de l'intégrale I, ce qui nous amène à 
borner tout d’abord H(z), plus petite majorante harmonique de U (3) 
dans le cercle |æ| << #R. On aura dans le cercle |a|< R 


RP? R?— as 
KR(:—a)lt 


2 
(47) H(2)2( 7") [log M (R) —logM (4R)] 


k 2 
>( =) [logM (R) — logM(K2R)] =m. 


Dans le deuxiéme terme au second membre de (46) isolons le 
potentiel. Nous aurons 


ff delay anes) log|s—a|>—piy= yp, logC, 
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y étant la constante de Robin de e. D'où la limite inférieure 
logM(e)212m-+puflogC + logR + log(k —1)] 


met u, étant définies par (45), (47). Ainsi la propriété se trouve 
précisée et définit le comportement d'une fonction f(z) à un ensemble 
de capacité nulle près. Nous énoncerons : 


Taéorèue 31. — Si f(s) est une fonction régulière sur le cercle 
|3| =/ÆR et à son tntérieur, les maxima Me), MCR), M(ÆR), #4 >, 
de | f(3)|, pris successivement : 1° sur un ensemble e de capacité C > 0 
situé dans le cercle |æ|<R, 2° sur le cercle |a|—=R, 3° sur le cercle 
|a =FR, satisfont à l'inégalité 


logM(e)2p[logC -+ logR + log(A — 1)] + m, 


u, et m étant des fonctions linéaires de logM(k*R), log M(R), dont les 
coefficients dépendent des rayons R, k?R, des deux cercles concentriques. 


Le théorème 30 permet de comparer la croissance des diverses 
fonctions f(x, y) de y obtenues lorsque x demeure intérieur à un 
cercle fixe :æ|<[R. Quand x demeure à l’intérieur d’un domaine d, 
quelconque intérieur à d on obtient une inégalité de même forme. 

Nous passons en effet, par le théorème 28, d'un cercle à un cercle 
concentrique; soit maintenant d, un domaine qui contient O a son 
intérieur; il contient un cercle de centre O, ce qui fournit une limi- 
tation inférieure de log M(d,, 7’). Pour obtenir une majoration il suffit 
de représenter d, conformément sur un cercle C' : :æ}—R', le 
point O restant fixe; le transformé d’un certain cercle de centre O 
de la figure primitive est un domaine contenu dans C’ contenant à 
son intérieur un cercle C” de centre O dans la nouvelle figure; au 
moyen de C’ et de C’, on aura encore une majoration du type (42) 


1 
logM(R. 4) <logM (dj, r')<logM(R, rh), 


le nombre h étant fini et ne dépendant que de d,. 
On passera d’un domaine d, à un domaine d, quelconque, tous 
deux à distance positive de la frontière de d, au moyen d’un domaine d, 
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les contenant et contenant O à son intérieur; l’exposant A de 7° 
reste fini et l’on aura 


1 
ML pi) < logM(d,, r!) < log M(d,, r') 


ou encore : 


THÉORÈME 32. Sid, et d, sont deux domaines intérieurs à d, on a 


L logM[d,, 471] = logM{(d:, r’), 
h(x") étant une fonction (positive ou négative) qui reste bornée quand r' 
tend vers Tinfint. 


Le même procédé, appliqué à l'étude du maximum M,(d) de 
'A,(x)| dans un domaine d permet de passer du théorème 27 à 
l'énoncé : 


THÉORÈME 33. — Sr d, et d, sont deux domaines intérieurs à d, le 
rapport 
(48) log MaGd}) 
logM,,(d,) 


reste, à partir d’une certaine valeur de n, compris entre deux nombres 


positifs fixes. 


On peut ainsi prendre comme fonction &(r) de comparaison aussi 
bien —logM,(d,) que logM,(R) que nous avions utilisé plus haut. 
Le résultat relatif aux masses s'étend également à partir de 32 : 


, RRB à ga AOR A 
Dans tout domaine intérieur à d, les dérivées en” n'ont sur un 
OY 


plan y =y, que ko(n) séros au plus, o(n) étant égal à —logM,(d,), 


où M,{d,) représente le maximum de | A, (æ)| sur d,. 


Enfin, du théorème 31, résulte-qu’on peut aussi définir o(n) 
égal à — logM,(e), M,(e}étant le maximum de | A,(æ)| sur un ensemble 
de capacité positive. 
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Tutorime 34. — Soient e un ensemble de capacité positive, d, un 
domaine, tous deux intérieurs à d. On a, si petit que soit ¢, 


h logM,(d,) A logM,,(e) Ge logM,,(d, ) 
et 


(49) (h —¢) ibes| ae AE logS (e, r’) < logS (d,, rl), 


pour un nombre h fini supérieur à un, excepté peut-être pour un ensemble 
de valeurs r' sur lequel logr’ a une variation finie. 


L'étude d’une fonction /(a;, y) obtenue pour une valeur particu- 
lière du paramètre æ prise dans un domaine d quelconque conduit, 
d'après le théorème 33, à remplacer, dans 30, la fonction S(R, 7’) 
par S(d,r'). 

Nous donnerons maintenant une autre forme d’énoncé : 


Tuéorème 35. — Étant donnée une fonction h(r') indéfiniment 
croissante, la croissance des fonctions f(x, y), obtenues en donnant à x 
une valeur constante, présente le caractère d’homogénéité suivant : 
l'inégalité 


(49) logM{x, r’*""] > logS (di, r'), 


est valable sauf si x appartient.a un ensemble EK, de capacité extérieure 
nulle, et elle est vérifiée pour un ensemble K,. d'intervalles de valeurs 
de r' qui tendent vers Vinfini et sont indépendants de la valeur donnée 
AT. 


Cet énoncé, un peu moins général que l'énoncé 30, présente sur 
ce dernier deux avantages : l’ensemble exceptionnel E, a une capa- 
cité et cette capacité est nulle; d'autre part, l'inégalité (49°) sera 
vérifiée sur la même suite E,, d’intervalles quel que soit x étranger 
à E,, à partir toutefois d’une valeur convenable de 7”. 

Sa démonstration utilise la propriété du terme maximum m(7") 
de la série S(d,, 7°) ==M,(d,)r”. Représentant toujours par N(r') le 
rang de ce terme, nous aurons 


(50) log|Ax(æ)|>—Ah(r')e[N(r")], 
Ann. Ec. Norm., (3), LVIII. — Fasc. 2. : 20 
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Oran , I 
sauf sur-un ensemble dont la capacité tend vers zéro avec 7: Prenons 


pour / la fonction croissante h(r’) qui figure dans (49’). Comme 
plus haut, nous pouvons trouver une suite d’intervalles sur 
lesquels 7’ -> 20 et 


logm(r’) > [1—<¢(7")] logS (di, 7"), 


e(r') tendant vers zéro. Considérons seulement la suite infinie S des 
valeurs N de la fonction N(7’) sur w. A toute valeur 7’ de w corres- 
pond la valeur N(r'). Réciproquement, à une valeur N de S faisons 
correspondre une valeur 7’ obtenue en prenant la plus petite des 
valeurs 7’ pour lesquelles on a N (7) = N. La fonction r'(N) est définie 
ainsi pour les valeurs N entières de la suite S; 7’(N) est croissante. 
Si l’on substitue cette fonction dans (50), on obtient , 


(51) log| Ax(xæ)|>—%(N)o(N), 


où L(N) croit et tend vers l'infini. 
Nous utiliserons le lemme suivant : 


Lemme. — U,(x) étant une suite de fonctions sous-harmoniques 
bornées, de masses bornées dans d, 4(n) une fonction donnée indéfi- 


c. . , ~ se (Us ; 
niment croissante, l'ensemble E sur lequel lim wale) <_—1 est de capa- 
b(n) 


Cité EXTÉRIEURE nulle. 


En effet E est un sous-ensemble de l’ensemble E’ obtenu en rem- 
plaçant la suite U,(x) par une suite partielle U, (a), les indices n, 
seront choisis de manière que U(n,) > p’, ce qui est possible, L(n) 
étant une fonction donnée. L'ensemble e, , où l’on a 

; 


CE) = 9 (np) <p", 


ls 
est de capacité C, au plus égale à Ke-*. Par suite on a 


= lose —logk > p* : 


Bs 


à partir d’une valeur suffisamment grande de p. 
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, A = ! 
L'ensemble 7, — pales possède une constante de Robin y! 


poy 


’ I 
e, tend vers zéro avec —. L’ensemble E’ est contenu dans n,, sa 


#l 
capacité extérieure est <, au plus, quel que soit g. Ainsi E et E 
sont de capacité extérieure nulle, le lemme est établi. 
Revenons à l'inégalité (50), on aura 


log M (.x, 7”) > log| Ax(x)| + Nlogr' > — Ar!) o(N) + N log?’ 


[ 1 
> h(r) log m | yh 7] > log m Pr 
sauf si l’on avait 
log Ay| (2) | Le h(r!) o(N), 


ce qui entrainerait 
i 


g(N) 


Uy (x) = log| An(a)|<— Y(N). 

Nous utiliserons le raisonnement du lemme précédent en consi- 
dérant une suite N, extraite de la suite des indices N, et telle 
que Y(N,)>p’. Dans ces conditions si ey, désigne l’ensemble 
où l’on a Uy (x) <— Y(N,), l’ensemble 7,=Xe,, la somme étant 
faite pour N, >N,, a une capacité extérieure qui tend vers zéro 
quand N, augmente indéfiniment. Si donc, pour une valeur x, ona 


1 
logM (a, 7’) < log m [7 7] 


lorsque 7” est tel que N(7’) =N, >N,, æ appartient à %,. A la suite N, 
correspond une suite de valeurs 7’, tendant vers linfini, prises 
dans les intervalles w, telles qu’on ait 


(52) logM[.x, r'#]> [A(r"') —<¢]logm(r’) > logS (d,,r') 


quand r’ appartient à cette suite, sauf si x appartient à un ensemble 
dont la capacité extérieure tend vers zéro, quand augmente indéfi- 
niment la valeur 7, à partir de laquelle on suppose que (52) est vérifié 
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dans la suite !,. D'ailleurs chaque valeur r, est centre d’un intervalle 
sur lequel (52) est encore vérifié. Désignons par E, cette suite 
d’intervalles : l’énoncé est établi. On a encore dans les mêmes 
conditions 
logM[ (x, 7] > logM[d,, 7], 

la fonction S(d,, 7’) étant d’après (39) équivalente à M(d,, 7’). 

Nous terminerons cette étude des propriétés d’homogénéité de la 
classe f(a, y) en examinant la précision des théorèmes obtenus par 
rapport à quelques types usuels de croissance. 


a. Supposons tout d’abord logM(r,, 7’) d'ordre fint « pour une 
certaine valeur r, (pour simplifier les notations on suppose 
l’origine æ—o contenue dans d), c’est-à-dire 


(53) pa Jos: M (Cr, ome 


log" 
Dans ce cas et comme conséquence des énoncés 31 et 33 : 


1° Le maximum Me, 7’) de | f(a, y)| pouræ Ce, |y Sr, e efant 
un ensemble de capacité positive, satisfait a 


lim log, Me, 7’) 


o 
- : log?’ 


z, dépend essentiellement de la capacité de e et ne s’annule 
qu'avec celle-ci. 

2° Dans les mêmes conditions logM(x, 7’) est d’ordre fini positif 
dans tout domaine iutérieur à d, sauf sur un ensemble de capacité 
intérieure nulle. 

3° Dès qu'en un point x, intérieur ad, log M(a, r’) est d'ordre fini 
non nul, l'ensemble des a, pour lesquels logM(x, 7’) est d'ordre 
nul, est de capacité nulle. 


b. Il n'y a aucune difficulté à adapter le critère d'homogénéité 
de croissance donné par (49) et (49') à un type de croissance d’ordre 
infini ou d'ordre nul suffisamment précisé. Donnons-nous à titre 
d'exemple l’équivalence 


logM(r, r') mr logr’ 


LA THEORIE DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES COMPLEXES. 151 
ou, pour préciser, 
(54) B log?’ < log, M(r, r') < A log?7’. 


Dans ces conditions on aura, dans tout domaine d, intérieur 
a d, et sauf sur un ensemble dont la capacité intérieure tend vers 


, I 
Zero avec he 


B(logr’ — logh.)? < log, M (.x, r') < A(logr' + log h,)° 


pour une suite de valeurs de 7’ tendant vers l'infini. En remplaçant À, 
par une fonction croissant indéfiniment, on aura, d'après (35), 


pete log. M(x, r’) + 


log? 7’ À 
sauf si 7’ appartient à un ensemble de capacité nulle. 

Ce type de comparaison (54) renferme une classe assez vaste pour 
que presque toutes (‘) les fonctions f(x;, y) de la classe étudiée lui 
appartiennent au point de vue de leur croissance maxima. Lorsque cette 
circonstance a lieu, nous dirons que la classe elle-même appartient à 
ce type de croissance, c’est ainsi qu’une classe est dans cette acception 
d'ordre non nul dès qu’une de ses fonctions est d’ordre positif, 
d'ordre infini dès qu’une fonction f(x;, y) est d'ordre de croissance 


infini. 


2. Nous appliquerons les résultats précédents à l’étude d’un pro- 
blème spécial aux fonctions de plusieurs variables. On y est conduit 
en examinant le principe de continuité tel qu'il a été formulé au 
Chapitre II. Notons, d’une façon sommaire, que les variétés de points 
singuliers d’une fonction de n variables sont ou bien des variétés 
à 2n—1 dimensions réelles, ou bien des variétés à 2n — 2 dimen- 
sions qui sont des variétés caractéristiques. Les premières sont à 
comparer aux lignes singulières d’une fonction /(z), les secondes à 
ses points singuliers essentiels isolés. Le principe de continuité nous 
apprend qu’une variété caractéristique W, plongée dans un domaine 


(1) Il s’agit d’une presque totalité entendue au sens de la capacité. 
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d’holomorphie est tout entière singulière dès qu'un de ses points 
l’est. Mais ce caractère global de la singularité W demeure-t-il si 
l’on considère le comportement de la fonction au voisinage des diffé- 
rents points de W ? Le problème posé revient à l'extension, aux pro- 
priétés de croissance, du principe de continuité tel qu'il a été présenté 
au Chapitre II. 

Montrons, pour une fonction f(a, y), la liaison du problème ainsi 
posé avec l'étude de l'homogénéité, au point de vue de la croissance, de 
la classe f(a, y) de fonctions entières examinée plus haut. 

Supposons d'abord W constituée par la région plane|xCd, y = 0], 
plongée dans le domaine [aCd,,|y|<R,], dCd,, où f(x, y) est 
supposée régulière, sauf sur W. Reprenons un procédé utilisé au 
début du Chapitre I et coupons par un plan 2 = const., on aura 


(55) el eo ee 


ott Guest.de cercle [a,,|4%}==R<Ryj,. Cle. cercle [z, |) 
parcourus tous deux dans le sens direct, le point [x, y] appartenant 
au domaine << |y|< R. Au lieu d’une série de Hartogs proprement 
dite, (55) nous donne une série qui procède suivant les puissances 
positives et négatives de y 


2k 


| SA) 
56 An n ks 
(56) S(x,y) a3 ay ie 
avec 
VAL: d 
(57) Ag(2) = —— nA aa) ch Be) = se fF £) tr! de. 
Eel wih 


Les coefficients A,(x), B,(a) n’ont plus un lien direct avec les 
dérivées de f(x, y). Mais les expressions (57) en donnent encore le 
prolongement analytique quand on passe d’un point à un autre a y 
constant. D'autre part les majorations 


= log | Au(æ)|< — logR + — = logM(d, R), 


1 : “e I 
à log|B,(x)|< loge + A 108M(4, ae 


LA THEORIE DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES COMPLEXES. 153 


où M(d, R), M(d, <) sont les maxima de | f(a, y) 
[acd,|y 


montrent que 9(2, y) =) A,(æ)y" est une fonction régulière dans 


sur les surfaces 
=R], [zCd,|y|—:], assurent la convergence et nous 


tout le domaine [aCd, | y |< R, |, tandis que la fonction 


Wo) = D ECO 


yn 
vA 


0 


n’est singulière au-dessus du domaine x € d qu'aux points de W; elle 
est régulière pour y = æ. Posons 
Si( 4% y¥)= u(«, >) + 

La fonction U(x, y) constitue la partie principale de f(x,y) au 
voisinage de W; la fonction /,(x, y) qui en est déduite forme une 
classe étudiée au paragraphe 1. Le problème posé est donc équivalent 
a l’étude de l’homogénéité des croissances en y de cette classe 
f.(æ, y) pour x Cd. La manière dont s'établit l'existence d’une partie 
principale relative à l’ensemble de W illustre l’analogie entre variétés 
caractéristiques singulières de f(x, y) et points singuliers essentiels 
isolés d’une fonction f (3). 

Si W est une variété caractéristique définie par g(a, y)—0, on 
sera ramené au cas précédent au point de vue de l’étude locale tant 
qu'on étudie-W au voisinage d’un point en lequel on n’a pas simulta- 
nément g,—0, gr—0. Il suffira en effet, si l'équation g(x, y) =o 
est supposée résoluble en y, de poser y—h(x)=7,, x =x,. 
On étudiera alors la fonction 


Pl Vr RENTE 6 (1770), 


Ja transformation effectuée étant univalente au voisinage de W. 

Les résultats du paragraphe 1 s'appliquent à /,(a, y) : remarquons 
que l’on peut prendre pour plan x,— const. une direction de plan 
quelconque, non tangente a W; la variable |y,! est, en grandeur, 


équivalente à la distance du point [x,, y,] à W, multipliée par un 
facteur constant. 
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Nous appelons ensemble de capacité nulle sur W un ensemble dont 
tout sous-ensemble, contenu sur W dans un voisinage qui est unifor- 
misé a l’aide d’un paramètre ¢, correspond à un ensemble de valeurs 
de ¢ de capacité nulle. La notion est indépendante du paramètre 
choisi. Dans ces conditions le théorème 35 a pour conséquence : 


Taéorème 36. — Sort Q, une direction de plan caractéristique sup- 
posée différente des plans tangents à la variété singulière caractéristique 
W dans un domaine d. Quand le point Pla; y | tend vers un point S 
de W en se déplaçant sur le chemin à deux dimensions constitué par le 
plan Q(S) mené par S parallèlement à Q,, la croissance du maximum 
M(S, r)de| f(x, y)| pris à une distance r de W sur ce chemin satis fait 
à une condition d’'homogénéité; si l’on pose u.(d, r) = maxM(S, r), on 
a, (1) étant une fonction donnée qui tend vers zéro, 


(58) logp|d, ri] < logM(S, r) < logu(d, r) 


et la première tnégalité est valable sur une suite d'intervalles E, tendant 


vers Vinfint, sauf si x est-un point d’un ensemble exceptionnel de 
capacité nulle. 


On traduirait de mème la forme d’énoncé donnée par le théorème 30. 


Conséquence. — De même que l’on parle de la croissance d’une 
fonction f(z) au voisinage d’un point singulier isolé, de même on 
parlera de la croissance de f(x, y) au voisinage de W, avec la préci- 
sion définie par (58). Cette croissance est encore celle de M(r), M(r) 
étant le maximum de | f(x, y)! pris sur l’ensemble-des points voisins 
de W et situés à distance au moins égale à r de cette variété, au voisi- 
nage d’une de ses régions plongée dans un domaine d’holomorphie. 

En particulier on parlera d’une variété d'ordre fini, d’ordre infini 
ou nul : dire, par exemple, que W est d'ordre fini, signifie que la 
croissance de logM(r) est d'ordre fini au voisinage de tout élément 
de W ou, encore, que si l’on tend vers un point quelconque de W 
suivant une direction Q, choisie à l'avance, l’ordre de croissance 
de f(a, y), en fonction de la distance à W, est variable mais reste 
fini et non nul sauf quand on tend vers les points d’un ensemble 
de capacité intérieure nulle situé sur W. 


LA THEORIE DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES COMPLEXES. 155 


3. Cas des fonctions entiéres de deux variables. — Les fonctions 
J(x, y), dont l'ensemble singulier est le plus simple, sont les fonctions 
entières : cet ensemble se réduit aux deux variétés caractéristiques 


D'après le théorème de continuité il n’y a que trois types de fonc- 
tions entières : les constantes pour lesquelles ni W,, ni W, ne sont 
singulières, les fonctions d'une seule variable pour lesquelles W, 
ou W, seule est singulière, enfin celles que nous étudierons, pour 
lesquelles W, et W, sont singulières toutes deux : tous les points de 
ces deux variétés sont alors singuliers. 


Croissance totale. — Nous indiquerons plus loin comment se pré- 
cisent les résultats précédents quand on les applique a l’étude de la 
classe f(x;, y), f(x, y) étant entière en x et y. L'étude de la crois- 
sance des fonctions entières de déux variables comporte en outre 
l'étude de /(x,y) au voisinage du point commun aux variétés 
W,, W,. Nous examinerons la croissance de | f(x, y). sur des plans 
y = 1x qui pivotent autour de ce point. 

Nous y sommes encore conduit en définissant la croissance à deux 
variables comme une propriété géométrique du champ scalaire obtenu 
dans E, en attachant à un point [x, y| la valeur | f(a, y)!; nous 
étudierons alors les propriétés de ce champ invariantes par les rota- 
tions pseudo-conformes (c’est-à-dire les changements du système de 
comparaison dans E, qui conservent l’origine, la quantités =xx + vy, 
et la propriété de l'élément caractéristique). Celles-ci s’obtiennent 
aisément en fonction de quatre parametres réels 0, 0’, 7, « par les 
équations 


| ‘ a : Ori 
OT | cosmel+ ysinwer, 1 = rsinme) — yeos oe Up 


Elles échangent entre eux les plans y =t2. 


Définition. — Nous appellerons totales les notions de croissance 
déduites de l'étude du champ scalaire défini plus haut, et invariantes 
par les transformations (59). 
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Croissance dans une direction donnée. — La fonction d’une variable, 
obtenue pour y = tæ, a la forme 


fterta)= (eee Ce 


où P,,(t) est le polynome de degré n 
qn 
a 
PAGE > An—qigll ys 
qa 
. F Pe \" ) nf 
les coefficients a,, étant ceux de la série de Taylor f(x, y) > CPE 2 AE 
PrT 
Grace à cette particularité, l’étude de la croissance de o(x,t)en x 
pour les différentes valeurs de ¢ présente un caractère d'homogénéité 
plus précis que celui rencontré aux paragraphes 1 et 2. Comparons 
tout d’abord diverses majorantes. Soit |¢|/—=7 et soit M,(7, r) le 
maximum de |o(a, t)| pour |a|<r,, |¢|S7;3 
NES Say 3A Ns 
Par suite, si + > 7, 


T ee, 


MATE TD MN EE Mr =) cr) = Mi(s—) 


æ 
6 


(60) M,(t, 7) <M,(r,r)<M, (==); 
Cette double inégalité est suffisante pour la comparaison des deux 
majorantes M,(z,7), M,(r',r). Elle nous montre le degré d’homoge- 
néité de croissance à espérer et nous permet de plus de com- 
parer M,(7, 7) et M, (1, 7) =M(z,7r). 
SoitM(¢)le maximum de| f(x,y)|dans l'hypersphère æx + yy <o?. 
Le dicylindre |a|<r, |y|<r est contenu dans cette hypersphére 


9 
pour r< +~- On aura donc 


V2 
M, Cu <M(p). 
V2 


D'autre part, d’après (56), si M(c) est atteint en un point de 
l’hypersphère pour lequel |a|=r, |t|—7, ona 


M (p) = M,(t, r) <M(i,rc) <M(i,p). 
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D’ot la double inégalité 
D 
(61) ER <M(p)SMiC1 9), 


qui montre que les maxima de | f(x, y)| pris soit sur toute l’hyper- 
sphère, soit seulement sur les points de cette hypersphère pour 
lesquels |y|—}æx| sont sensiblement équivalents au point de vue de 
la croissance. Nous utiliserons également la majorante 


(62) UNE Dr 
où C, est la borne supérieure exacte des modules des coefficients 
deP,,( #y2On'ay pour || =r; 


Patina no) Gers. 
Par suite 
M,(1r) <> Oh (27): 


D'autre part, M,(7) désignant le maximum de | P,,(¢)| pour |¢|= 1, 
Cr <M;(1) 
Er) rm = 3 My, (5; 27") 
d’après (39). D'où enfin les inégalités comparatives 
(63) MiGi,r)<o(2r)<2Mi(r,4r). 

Définition. — Nous appellerons croissance totale la croissance 
de M(c) en fonction de c, M(¢) étant comme plus haut le maximum 
de| f(a, y)| pourxx+yySo. 

THéoRÈME 37. — Au sens précisé par les inégalités (60), (61), (63), u 


est équivalent de définir la croissance totale de f(x, y) par celle (en 
fonction de la méme variable :) soit de Mc), soit de Mc, 73%), 

. . : . . ñ 
= fini et non nul, soit par celle de la fonction Sd Ce 
C, étant la borne supérieure exacte du module des coefficients a,, de la 
série de Taylor pour lesquels on a p+-q=N. 
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Limitons maintenant l’ensemble des directions y=tx pour 
lesquelles logM,(t, 7) est d’une croissance très inférieure à la 
croissance totale. 

Supposons qu'on dispose d’une suite de polynomes P,(¢) pour 


° . 1 
lesquels C,— 1. Les fonctions sous-harmoniques U,,(¢) = = log|P,(t)| 
sont bornées et de masses bornées dans tout domaine fini du plan; 
leur maximum sur le cercle |¢| = 1 est borné inférieurement car on a 


I= Gis M, (1). 


Le maximum de U,(t) pour |¢| =1 est donc positif ou nul. Dans le 
cercle |t)<C R, R>1, les U,(¢) ont leurs plus petites majorantes 
harmoniques bornées inférieurement; l’ensemble limU,(¢)< —h, 
(h>o), est un ensemble dont la capacité intérieure tend vers 


» 1 er: / 
zéro avec + Dans le cas général nous énoncerons donc 


Lemme. — P,(x) étant une suite infinie de polynomes de 
degrés o(n)<kn, st C, est la borne supérieure exacte du module 
des coefficients de P,(t), l’ensemble lim V,,(t) = — 2 avec 


Va( =~ [log| Pa(t) | — log Cr 
est de capacité intérieure nulle dans tout le plan. 


Par cette expression, nous entendons que la section de l'ensemble 
par tout cercle |a|<Rest un ensemble borné de capacité intérieure 
nulle. Il faut et il suffit d’ailleurs que sa section par le 
cercle }æ'<{1+e d’une part, et l’ensemble obtenu d'autre part 
dans le cercle | 2’ 


<c1 par la transformation x’ = = possedent 
cette propriété. De tels ensembles sont ainsi définis sur le plan 
complet ou sur son image sphérique. 

Soit N(r) le rang du terme maximum m(r) de la série 2C,æx'; 
comme plus haut utilisons une suite w d’intervalles de valeurs de r 
sur lesquels le rapport de log m(r) à log 5(r) tend vers l'unité, tandis 
que 7-> «. Nous aurons sur w : 


log| Py(t) | > log Cy — Nh, 


log M,(¢, r) > log m (3) = (1—e) loge (7) 
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pour une infinité de valeurs de r tendant vers l'infini, sauf si x 
appartient à l’ensemble lim V,(¢)=— h, (h>o), dont la capacité 
. reno 2 1 

intérieure tend vers zéro avec ;- On peut donc donner encore deux 


/ 


formes d’énoncé : 


THÉORÈME 38. — La croissance en x, (|x|— 


fonction 

f(x, tx) =9(t, x), : 
qui prend les valeurs de f(x,y) dans une direction donnée, possède 
les caractères d'homogénéité suivants, lorsque l’on considère les différentes 
fonctions 5(1, x) obtenues en donnant à t des valeurs de module 
inférieur à 7; on a d'une part 
(64) M,(, r)< M(zry2), 
M étant la fonction de croissance totale, d’autre part 
(65) M, (¢, 7) >"M(rn), 


pour une tn/finité de valeurs de r, sauf pour un ensemble de valeurs de t 
dont la capacité tntérieure tend vers zéro avec 1. 


Autre forme. — (65) peut se remplacer, si n(r) est une fonction 
donnée qui décroit et tend vers zéro, par l'inégalité 


MG, 7) > M[ra(r)], 


réalisée pour une infinité de valeurs de r, indépendantes de x, x étant 
pris hors d'un ensemble de capacité extérieure nulle. 


Prenons comme variable, non plus r, mais ¢, afin d'obtenir le 
résultat indépendamment des transformations (5g). Soit 


gilt, e)=2 — = Za,(l)o" 
[Jpop 
Si|¢|<1, ona CET IST P(t) | Er 4 C,, 
Si,|4[24, ona leu()1£TP, Pa (; |: CET ome 
| 


D'où 
lo:(t, 0) <a(2o) <2M(30\2. 
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En sens inverse, on a encore, en séparant les deux cas |¢|<1,/¢/21, 
4 , » 
d’une part | «,(¢)|22-"|P,@|, de l’autre | a, (¢)|2= 27") P., (5) : L’énonce 


obtenu intéresse cette fois-ci le plan complet. 


Tutorime 39. — Par rapport à la variable 9, distance à l’origine, les 
caractères d'homogénéité se traduisent par 


s 


g(t, p) <2M(4pV2), 
et, n(2) étant une fonction décroissante donnée, par 
gite) > M[on(e)], 


réalisée pour ¢ > e,(x) pour une suite de valeurs de p tendant vers 
l'infini, la même quel que soit x pris hors d’un ensemble de capacité nulle 


dans le plan 


Cas particuliers. — Si la fonction de croissance totale est d'ordre 
infini, la croissance de f(x, y) est d'ordre infini dans presque toutes 
les directions. 

Si au contraire M(2) est d'ordre fini, cet ordre est aussi celui 
de M(r, r), et de a(r). La fonction est d’ordre total fini. Cette notion 
a été le point de départ des travaux de M. É. Borel (') poursuivis par 
M. J. Sire (?). L'ordre total « était défini à partir des coefficients de la 
série de Taylor Za,,æ! y" par 


i — log | ap.4 | phy sf 


(pq) log peg)” a 


P+q— Le] 


Cette condition revient, ainsi qu’on le voit aisément, à supposer a(r) 
d'ordre a. 

En partant du champ scalaire défini plus haut dans E,, nous avons 
donné à l'adjectif total employé par M. Borel une acception plus 
générale et d'apparence très différente, mais il vient d’être prouvé 
que cet emploi ne conduit pas à ambiguité. 


SE 


(') Leçons sur les séries à terines positifs, p. 81. 
(2?) Rendiconti del Ceriolo mathematico, Palerme, 1911. 
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L’ordre total fini est obtenu en résumé comme ordre fini de 
croissance soit de M(e), [M(o) maximum de | f(a, y)| sur I’hyper- 
sphère æx + yy <p?], soit comme ordre fini de croissance de /(a, y) 
dans presque toutes les directions y ta, soit encore à partir de la 
série o(r) formée a l'aide des coefficients C, déduits de la série 
diagonale. 


Etude du type de l'ordre. — Reprenons la série 


| PASI Gs 
gay ne Ps 
pepe 


que nous supposdns d'ordre fini æ&. Soit u(t, ©) le maximum 
de |o,(t, u)| pour |u| =o. L'étude se complete par celle de 


* 


A(t) Tim PSP), 


Si A(¢) est fini (cas d’un type moyen), l’étude précédente le fournit 
encore sauf sur un ensemble de capacité intérieure nulle. Le calcul 
de A(¢) donne en effet d’après un résultat connu 


(67) log (0) = Tin] log de à 
EX 


La fonction logA(t) + - log(1+|2/?) est une fonction U(2)=lim U,(¢) 


de la forme étudiée au début de ce travail. Sa régularisée est 
sous-harmonique. Elle ne lui est inférieure que sur un ensemble 
ponctuel. On énoncera, en appliquant successivement les deux formes 
du théorème 38, 


Taéorème 40. — Sv f(x, y) est une fonction d'ordre total «, sa 
croissance sur les plans y = tx est d'ordre fini a, sauf pour un ensemble 
de valeurs de t de capacité extérieure nulle. 

Le type de l'ordre est encore le méme, sauf sur un ensemble de direc- 
tions de capacité intérieure nulle: la partie principale A(t) est telle que 
la régularisée de log A(t) soit sous-harmonique. 
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Si l’on prend ¢ comme variable, les points ¢; au voisinage desquels 
A(t) tend vers zéro en satisfaisant à une condition A(t) </¢—4)", 
h,>o, forment un ensemble dénombrable; on a en effet Lh;<a, 
d'après un énoncé du Chapitre I; le point t= est compté parmi ces 


points si l’on a A(t) € ra quand [E| 2.00. 


On pourra de même traduire les théorèmes 38 et 3 pour toute 
classe de croissance suffisamment précisée; le caractère d'homogénéité 
obtenu dans ce paragraphe est beaucoup plus précis que celui trouvé 
au paragraphe 1;il en découle que la croissance d’une fonction 
entière sera, quelle que soit par ailleurs cette fonction et l’ordre de 
grandeur maximum de sa croissance, plus facile à comparer en 
général sur les plans y = 1x que sur les plans a = const. 


Cas de plus de deux variables. — Les méthodes de comparaison des 
diverses fonctions de croissance totale s'appliquent encore. Consi- 


dérons 
TR, V5 B= OB METRE ee pe 


L'étude de la suite P,,(2, ¢’) conduit à remplacer les ensembles de 
capacité nulle du plan par la famille deja rencontrée des ensembles de 
type E, caractérisés au Chapitre IT par la propriété suivante : étant 
donnée une variété caractéristique, ou bien ils la contiennent, ou bien 
leur trace sur cette variété est un ensemble de capacité nulle. 

4. Croissance d'une fonction entière par rapport à l’une des variables. 
— Les résultats du paragraphe 1 de ce Chapitre s'appliquent immé- 
diatement à cette étude, mais ils se précisent, la classe des fonctions 
entières de y étant définie quel que soit æ dans le plan. 

Reprenons en effet le tracé des courbes représentatives de logM,(r) 
[M,(r) est, rappelons-le, le maximum de [A,(æ)| pour |æ|=r] en 
fonction de logr, décrit page 139, et tenons compte du fait que la 
plus grande abscisse considérée peut être aussi grande que l’on veut : 
la pente des courbes C’, est alors arbitrairement faible et elles tendent 
vers la droite y ——1 uniformément dans tout intervalle : Sr R. 
Soit 2(a)—=— logM,(r,) une fonction de comparaison; utilisant les 
résultats du paragraphe 1, nous énoncerons : 
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Tuéorème 41. — Sr f(x, y) est une fonction entière des deux 
vartables, le maximum M,(r) de |A,(#)|, A,(a) étant le coefficient de 
la série de Hartogs, satis fait, sur un cercle |x| =r, de rayon non nul, a 

log M, (7) 


(yen ee ÿ, 
n=« o(n) 


La convergence est uni forme dans tout intervalle er<R. 


THéorème 42. — Sv l'on appelle »(n) le nombre des racines de la 
dérivée 9,(x, y) pour x C d,y—7Yy,,0ona 


Considérons maintenant les fonctions U, (a) = a log} A,(x)| 
elles-mémes. Nous obtenons : 


THÉORÈME 43. — Les fonctions sous-harmoniques 


DCE log| A,(æx)| 


I 
9(n) 


convergent vers — 1 presque partout dans le plan. 


Soit 2 un point en lequel on ait, pour une infinité de valeurs de x, 
log Ay (2) = (re) (ete) 


la suite U,(æ) ne converge pas vers —1 et x appartient à l'ensemble 
exceptionnel E, de l’énoncé précédent. Sinon on a 


log|A;(r)[>—o(n)(1+h) 


à partir d’une certaine valeur de 7, ou encore 


1 à 


logM(x, r') > (1—8) estan ri) 


à partir d’une certaine valeur 7’, de r et excepté peut-être (dans le cas 
d’un ordre de croissance infini) pour un ensemble de valeurs de 7”, le 
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même quel que soit x, sur.lequel la variation de logr’ est finie. Posons 
| So PJ De PT sar 

Nous avons établi l'énoncé suivant : 


Tutorime 44. — Si f(x, y) est une fonction entière de deux 


variables, ona: 


. 


1° pour toute valeur de x 
log M(a, r’) <8, (r/!*®) 
quel que soit ¢, pourr’ >r,; 
2° a étant choist hors d'un ensemble de capacité intérieure nulle, on a 
Joo: Mica} 7!) Sr) 


quel que soit <, pour r > r,,r, dépendant de 2 et de x en général. Dans 
le cas où S,(r') est d'ordre infini, on peut avoir à exclure de cette seconde 
inégalité des valeurs exceptionnelles de r' indépendantes de x sur 
lesquelles la variation de logr' est finie. 


Le résultat obtenu est ainsi beaucoup plus serré que l'énoncé 30. 
Appliquons-le quand S,(7’), qui représente la croissance en y, est 
supposé d’ordre fini, ce qui n'implique d’ailleurs pas, ainsi qu'on le 
voit facilement, qu’il en soit de même de la croissance totale. 


TuéorÈme 49. — St Mr,, 7’) est d'ordre fint x, M(x, r’) est du même 
ordre fini à, sauf éventuellement quand x est pris parmi un ensemble de 
cavacité intérieure nulle. 


Remarque sur un résultat de M. J. Sire. — Dans le travail important 
que nous avons cité plus haut, M. J. Sire a obtenu comme résultat 
essentiel un énoncé comparable au théorème 45 qui concerne les 
fonctions d'ordre total fini, pour lesquelles, de plus, Mr, 7”) est 
d'ordre fini non nul en 7". 

Cette dernière hypothèse distingue nettement les fonctions étudiées 
par M. J. Sire, comme il apparaîtra un peu plus loin quand nous 
étudierons une classe plus générale que celle de cet auteur, mais 
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soumise également à la condition que la croissance de M(r,, 7’) ne soit 
pas trop différente de la croissance totale. L'énoncé 45 ne contient 
aucune hypothèse de ce genre, et il établit une propriété générale 
des classes de fonctions entières d'une variable dépendant analy- 
tiquement du paramètre + dans tout le plan. La seule compensation, 
par rapport au résultat de M. J. Sire, est de limiter l’ensemble excep- 
tionnel en annulant sa capacité intérieure, au lieu de sa mesure 
extérieure de dimension un. 


Etude d'une classe particulière. — Nous supposerons, dans la fin de 
ce paragraphe, que la croissance de logM(r, 7) n’est pas très différente 
de celle de log M(7, 7), le degré d’homogénéité adopté étant celui déjà 
rencontré au paragraphe 1. Il existera un nombre w fini supérieur à 1 
et des valeurs 7’, indéfiniment croissantes pour lesquelles 


(68) | log Mr TOME log Mir’; 79: 


Examinons un instant la restriction ainsi faite. D'après une pro- 
priété générale obtenue par M. G. Valiron ('), ona 


1 


f a 
(69) logM(r, r) < plog Mrs yn) + À log msi, “ 


quels que soient À et 1 satisfaisant à AH u—1. L'inégalité contraire 
à (68), écrite pour les deux croissances en x et en y, donnerait 


log M(7,, 7) < logM(r, r') MIE T log M(r, r,) <logM(r', r) 


dont l’ensemble est incompatible avec (69) pour des valeurs suffi- 
samment grandes de w,, w,, Ainsi on trouvera toujours un nombre w 
assez grand pour que la condition (68) soit vérifiée soit pour la 
croissance de logM(r, 7’), soit pour celle de logM(r, r,) : toute 
fonction est de la classe particulière, st l'on choisit convenablement la 
variable par rapport à laquelle on l’étudie. 

L'hypothèse (68) étant adoptée, nous préciserons tout d'abord le 
résultat obtenu plus haut (théorème 41) 


. logM,(r) 
ff)  — 


| ch g(n) =— logM,(7,) 
1 O(n) (2) D 


(1) G. Vauiron, Bull. Sc. Muth., t. 47, 1923, p. 177. 
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et nous étudierons la quantité 


A,= ~[logMn(r1) —logM,(ro)] = = [log Ma (ri) + o(n)]. 


I 
n 
Admettons que l’on ait, pour7, >7», 


(70) Modes A chi 


— logr, — logry + 
A partir d’une certaine valeur de n, et pour =k, —z > 0, serait 
vérifiée l’inégalité 
(71) logM,(r,)2Anlogr:+logM,(r,) — An logry. 


o 


= . , I 
Par suite de la croissance convexe des courbes C’): y = - logM,(r) 
n € \ 


étudiées en fonction de la variable logr, (71) est vérifiée a fortiori 
quel que soit 7 supérieur à r, ; on a donc 


logM,(r)r"2 n(k logr + logr’) + logM,(r,) — kinlogr, 
et l’on a ainsi obtenu une majorante de la série 
Minty ee " ee 
(72) DM) ro) Tate Thal 


D’ou d’abord 


puis, en se reportant à (39), 
. 0 php! 
2M(r,2r)>2Ml ur, —-)> 
= ak 


Prenons r= 27’ 


A partir d’une certaine valeur de 7, on aura donc, en posant 


to A+1r—e=-h+1— 0e, 


(521) MP, TS MR ER 


qui contredit (68) dès que => «. Ainsi il existe une suite infinie 
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d’indices n, pour lesquels on a 


AS, 


(73) ——— —— S$ o — I+ 28& =) — 1 
7 logr, — logry = ms sath 


quel que soit n > o. 
Nous énoncerons : 


THÉORÈME 46. — S'il existe entre la croissance totale et la croissance 
en y seul la relation traduite par l'inégalité 
WAGs eee WIR, ON (Om); 


supposée vérifiée pour une suite infinie de valeurs de r', alors les 
coefficients A,,(a) de la série de Hartogs satis font à 


log M, (7) — logM,, (75) 


logr — logr, 


I+ 7 (CHES Oh PSO) 


quel que soit 4, pour une suite infinie d’entre eux qui joue le rôle 
d’une suite principale en ce qui concerne la détermination de la 
croissance maxima en y. 


THéORÈME 47. — Pour la méme suite d'indices, si v(d, n) représente le 
nombre des zéros des dérivés 2,(x, y) pour xCd, y = yy, ona 


v(d, n)<(o—1+n)n, 


quel que soit n, à partir d'une certaine valeur de n. 


Entourons en effet d, supposé borné, d’un cercle |æ|—R. On aura 
logM,(pR) — logM,(R) > v(d, n) lou (7 — 2) ) 


en utilisant au second membre une borne inférieure de la fonçtion de 
Green, g(a, a) du cercle |x}—pR, relativement à un point a pour 
lequel |a|<R. D'où, d’après (73), 


v(d, n)(logp — ¢)<(» — 1+ ny) (logpR — logR), 


qui démontre |’énoncé après modification, au besoin, du nombre 7. 
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Ainsi les fonctions A,(a) de la suite principale ont le même 
comportement asymptotique qu’une suite de polynomes de degré n, 
tant au point de vue de leur croissance que du nombre de leurs 
racines, tant qu'on étudie leur ensemble dans un domaine déterminé. 
C’est là encore une propriété d'une suite des dérivées partielles o,(x, y) 
conséquence de l'hypothèse (68). 

Reprenons le procédé de majoration terme à terme employé plus 
haut pour obtenir (72) et notons S,(r,, 7’) la série déduite de S(r, 7’) 
en annulant les termes qui n’appartiennent pas à la suite nm, que nous 
venons de mettre en évidence. On aura, pourr<r,, 


: Vas 
(7) Sa] rs r(2) ie SA pee ay 
7 étant un nombre positif inférieur à 1. Cette inégalité dans le cas de 
croissances irrégulières ne sera peut-être pas réalisée pour toutes les 
valeurs de 7’ si l’on remplace S, par S, mais elle le sera sûrement 
avec une certaine valeur + au voisinage des valeurs r’ pour lesquelles 
l'inégalité (68) est vérifiée, car la série S\(7, 7’) formée avec les 
termes de S(r, 7’) pour lesquels (73) n’est pas vérifié satisfait à 
Si(7, 7) <S(r, r')et nous énoncerons : 


THÉORÈME 48. — La comparaison des fonctions M(r, r’) et S(r, r’) 
prises chacune pour deux valeurs r,, r, de la première variable donne 
lieu, en supposant r, << r,, aux inégalités 


D(a, LENS (rs, Treo (re) $ 


et 
Mrs 3 ost) M (rg eM ee 


7, et 7, étant deux nombres inférieurs à 1. Les inégalités écrites dans les 
deux cas en premier lieu sont vérifiées (dans le cas de croissances irré- 
gulières) au moins au voisinage des valeurs r' pour lesquelles l’iné- 
galité (68) est vérifiée. 


Appelons de mème /,(a, y) la fonction DA), obtenue en 


annulant les termes de la série de Hartogs pour lesquels n’est pas 
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vérifiée une inégalité 


(73°) du 


ne QU 
log r, — logr ? 


7 étant un nombre fini supérieur à © — 1. 
Nous écrirons, en modifiant la notation des indices, 


FB PYS ZA ey Sr 2M ya hs 


Les fonctions sous-harmoniques 


as 


(74) U, (x) = > Log [A,(x)|— logM,(r)] 


ont, dans un domaine quelconque, leurs plus petites majorantes 
harmoniques bornées inférieurement, sinon le théorème 46 serait en 
défaut. L'ensemble U,(x)<{— a une capacité bornée par une 


à 
expression de la forme se“, u. étant une borne supérieure de la masse 
des U,(x), borne qui résulte de l'énoncé 47. 

Pour établir un énoncé en vue, nous supposerons, comme déjà plus 
haut, que S,(r,, 7’) est de croissance suffisamment régulière pour 
que le rapport de logS,(7,, r) à log m(r') tende vers un, m(7’) étant 
le terme maximum de la série de rang P(r’). Dans ces conditions, 
on a, sauf si æ appartient à l’ensemble U,(æ) << — x, 


log | Ap(x) > log Mp(70) a PUp(2), 
log | Ap(a’)| + P logs" > log Mp(7y) + Pos (5 ) ; 
logM, (a, 7") > logm (re 7) F 
logM, (z, 7) > (r— 6) logS, (1 7) ‘ 
Sauf si a appartient à l’ensemble E,:limU,(v)< — A, (A > 0), 


il en résulte 
logM,(2, 1) > (1—e) logs, Cr =) 


pour une infinité de valeurs de 7’ tendant vers l’infini. Même dans le 
cas de croissances irréguliéres, astreintes toutefois a vérifier la condi- 
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. TR ie ares nr 
tion précédente, S, (res +) M, (2, 7’) sont équivalents au voisinage de 


ces valeurs a (7, =) M(a, 7’) respectivement, d’après la propriété 


du terme maximum calculé plus haut. Nous énoncerons : 


Tuéorème 49. — La croissance en y d’une fonction entière f(x, y) 
vérifiant l'hypothèse (68), présente le caractère d’homogénétté suivant : 
ste|< 1, 0na 


r 


(1— <)logM Cr. x) < logM(x, r) << logM(7, 7”), 


où la première inégalité est réalisée pour une infinité de valeurs r' tndé- 
finiment croissantes prises parmi celles pour lesquelles l'hypothèse (68) est 
vérifiée, cependant que «x doit étre pris extérieur à un ensemble dont la 


ON FE ply , I 
capacite intérieure tend vers zéro avec ye 


On peut encore, ainsi que nous l'avons déjà fait, remplacer la pre- 
mière inégalité écrite par une inégalité logM(a, 7’) > logM[7,, A(r’)r’], 
où À(r’) est une fonction donnée tendant vers zéro en décroissant. 
Elle est alors vérifiée sur une certaine suite d’intervalles E,, tendant 


vers l'infini, dès que x est choisi hors d’un certain ensemble de capa- 
cité extérieure nulle. 


Conséquences. — L'hypothèse (68) apparaît précise dans ses consé- 
quences ('); pour nous en rendre compte, considérons à nouveau la 
classe des fonctions d'ordre total fini x. Tandis qu'en général nous 


. . . / x 
pouvons seulement assigner la limite o(n)——logn à l’ordre de 
à x 


grandeur du nombre des zéros de toutes les dérivées 9,(2, y) pour 
xCd,y=y,, nous avons montré, dans le cas présent, que pour une 
suite infinie d’entre elles cet ordre de grandeur peut être remplacé 
par kn, k étant une constante finie. 


(1) Par ailleurs les propriétés obtenues, et en particulier l'énoncé 47 qui les condi- 
tionne, n’appartiennent pas:a une fonction entière quelconque comme le montre l'exemple 


: . x de 
facile : f(x, x) D aro"; Où xn désigne la partie entière de logan. 
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En ce qui concerne la croissance des fonctions /(x, y) à x constant, 
si nous posons 
logs M(a. 7’) 


= lim 
ue si log?’ 


a(a) est constant sauf sur un ensemble de capacité extérieure nulle, 
à la difference du résultat donné par l’énoncé 45. 
En ce qui concerne le type de l’ordre dont la partie principale est 


donnée par 


(eas Cee. 


PA 
nous pouvons en reprendre l’expression (67) indiquée plus haut 
(page 161). Il suffit de remplacer le polynome P,,(¢) par A,,(a). La 


fonction log A (x) s'exprime comme lim d’une suite de fonctions sous- 
harmoniques déduites de (74) par l'addition de constantes, et qui sont 
de masses bornées. D'autre part, l'hypothèse (68) est satisfaite dans 
le cas où f(x, y) est d'ordre total fini, dès que M(7,, 7’) est d’ordre non 
nul 7’. On retrouve alors le cas particulier étudié par M. J. Sire, 
et l’on voit qu'on peut aller plus loin que cet auteur en indiquant non 
seulement l'ordre mais le type de l'ordre qui reste le mème, sauf sur 
un ensemble de capacité intérieure nulle, la partie principale ayant les 
propriétés étudiées au Chapitre I. 

En résumé, pour la classe que nous venons d’étudier, l'étude de 
la croissance de /(x, y) en y, pour les différentes valeurs données à +, 
peut être conduite avec la même précision que l'étude de la croissance 
sur l’ensemble des plans passant par un point fixe. 


6. Nous terminerons ce Mémoire en indiquant comment les notions 
de croissance que nous avons étudiées s'appliquent à certains 
problèmes concernant les variétés caractéristiques, c’est-à-dire les 
variétés de l’espace E, définies par une équation f(a, y)— 0. 

Soit D(r, 7’) le dicylindre |. <r, |y|<r', et w la variété définie 
Bar (ENT) OT ir") SRE à la fois la portion de cette 
variété contenue dans D(r, 7’) et son aire dans E,. : 

Par projection sur le plan des æ, «(r, r') engendre une surface de 
Riemann R,, construite « au-dessus » du cercle x <r. Son aire sera 


Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 2. 29 


"9 


< 
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notée o,(r, 7”); n(a,r’) sera le nombre des racines de leanatny 
f(a, y) =o pour + fixé, qui sont de module inférieur à 7"; n(r, y) 
aura un sens ee pond ant On a évidemment 


ain r= fom n(te®, r’) aE 


Pour calculer o,(7, 7’) nous sommes ramenés à l’expression du 
recouvrement moyen 


QT 


Lr, r')= =f n(re", r') dd, 


2T Jy 


réalisé par la portion o,(r, 7”) de la riemannienne R, au-dessus du 
cercle |x|=r. On y parvient sans peine en utilisant la quantité 


NA) a if log fret, ' e0) | a0 dO’ — log | f(0, 0) | 


nee Ef n(re®, t’) aoe + n(t, 0) # 


introduite par A. Bloch (‘) 
On a en effet simplement 
Le Lena IN Er ani) 
(75) AUS 
D'autre part, ainsi qu'on le vérifie aisément, N(r, 7’) est fonction 
convexe des variables logr, logr’. Nous obtenons donc 


N(r, kr)—N(r,r) 


Lr, r)< ea: (k> 0). 
On a 
N(r, 7’) 0 et N(r, 7’) < logM(r, 7’) — log| f(0, 0) |, 
d’ou 
(76) ler, 1) < à Le (kit), 
(77) pater bs | Er d< pen fN(e, Ar) t dt. 


(7) A. Bocu, C. À. Acad. Se., 181, 1925, p. 276; H. Cartan, ibid, 189, 1929, p. 521. 


LA THEORIE DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES COMPLEXES. 173 


D'où encore 


(78) DAT TE 7 [logM(¢, Ar’) — log | f(o, o)] t dt 
log J, : 
mass i 
< lank [log M(r, Ar’) — log | f(0, 0)]. 
THÉORÈME 50. — L’arre de la riemannienne projection de W(r, r') sur 


le cercle |x|<r, y =o est à r constant une fonction de r' dont la crois- 
sance est limitée supérieurement par rapport à celle de la fonction au 
moyen des inégalités (78). 


Pour passer à l’aire elle-même dans E,, nous ferons usage d’un 
théorème de M. Wirtinger qui paraît important (') pour l'étude des 
fonctions analytiques : l'aire d’une variété caractéristique est la somme 
de ses projections sur les deux plans complexes des x et des y. On 
aura done 


SO WV (Ty y= ons, 7) at Pe) oo) t dt +f ONG ty dt’. 
a on? loge 0 logr 
0 

Grace au théorème cité, un caractère global de la variété W tel que 
l'aire qu'elle laisse dans le dicylindre D(r, r') s'exprime en fonction 
des quantités n(x, r'), n(r, y) qui s'introduisent par l'étude des équa- 
tions f(x, y)— 0 à x ou à y constant. 

Supposons, pour simplifier l'écriture | /(o, o)| = 1. Nous aurons : 


TaéorÈme 51. — L’'aire Wir, r') laissée par la variété f(x, y)=0 
à l’intérieur d'un dicylindre est donnée en fonction de N(r, r') par 
l'expression (79). Elle est majorée en fonction de la croissance par 


W(r,r)logk < f log M(¢. Ar’) ¢ dt + Î logM (Ar, f)t' dt’, 
ey eo 


k étant un nombre plus grand que 1. 


Supposons r fixe et 7’ croissant; la quantité 5.(r, 7’), qui donne l'aire 
de la riemanienne au-dessus du cercle æ!<r, nous a permis de majorer 


(1) Monatshefte für Math. und Physik, t. 44, 1936, p. 343. Nous indiquerons ailleurs 
une démonstration très simple du résultat général de M. Wirtinger, fondée sur lexpres- 


sion du ds? = dx; dx; utilisé dans l’espace des # variables complexes. 
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sa croissance par celle, également en 7”, de logM(r, kr’). Le même 
procédé s'applique si, au lieu de considérer une fonction entière, on 
suppose seulement que /(æ, y) n’a aucune singularité à distance finie 
au-dessus d’un cercle |a|<R, r << R. Il s'applique encore avec une 
légère modification pour des valeurs r tendant vers zéro si l’on se place 
dans le cas envisagé au paragraphe 2 dans lequel f(x, y) possède une 
variété singulière y —o plongée dans un, domaine d’holomorphie. 
Laissant ce dernier cas de côté, nous répondrons à la question de 
savoir si la même homogénéité, établie au paragraphe 1 de ce Chapitre 
pour la fonction logM(r, 7’), demeure pour la fonction N(r,r), et par 
suite pour 5,(r, 7"). 

Soientr,, 7, deux valeurs positives. Comparons N(7,,7”), N(r,,r')en 
supposanto<m<r,<R, la fonction f(x, y) n’ayant aucune singu- 
larité à distance finie au-dessus du cercle |2|< R. Posons u = logr, 
¢=logr’, N(r, r') devenant une fonction o(u, s). Considérons une 
droite variable dans le plan Our, passant par le point fixe B : u=logR,, 
6 — o où R,<CR. Elle coupe les parallèles à Ov d’abscisses u,=logr,, 
u, = logr, en deux points variables A,, A,. 

Exprimons que la courbe de section de la surface 3 = o(u,v)par le 
plan vertical de trace BA, A, est une courbe convexe : nous obtenons 
une majoration 

Nérar)< AN (ro 172) + Ho(B), 
avec 4, Chk, <1. Plus simplement, B étant fixe, on aura, pour 7’ >7r 


0? 
NO, TOR NO re, 


pour une valeur de À qui dépend, ainsi que K <1, des rapports des 
troisnombres u,, u,, logR. D'où 


(80) Nr) BN (Tr = RN eo, el 


La même démonstration s’applique à logM(r, 7’) et fournit sans 
valeurs 7” exceptionnelles le théorème 28 comme nous l’avions énoncé. 
De plus nous avons ainsi obtenu : 


lHEOREME 52. — St f(x, y) ne possède aucune singularité à distance 
Jinte au-dessus d'un cercle |x \£R, la variété f(x, y)—0 présente au- 
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dessus des différents cercles concentriques |x|<r<R, le caractère 
d’homogénétité défini par (80) analogue à celui déjà obtenu dans les 
mémes conditions pour la croissance de logM(r, r’) en r'. 


7. Cet énoncé n’empéche pas que, pour certaines valeurs de x, 
n(x,r’) soit de croissance très différente de N(r, 7’). On peut avoir 
n(x, r’)=0, ainsi que le montre un exemple aussi simple que 
e+ 2 =o. Indiquons succinctement la possibilité d’exemples plus 
larges. Soit, pour plus de commodité, 


(81) Nero fon (apt) S 


N(r, y) ayant un sens analogue. Ona 


(82) N(r, 7’) = =f N(re, 1°) 40 + N(r, 0). 
0 

Ne considérons que des valeurs fixes r > R; la moyenne de N(z, r’) 
prise sur le cercle |z|—=rne diffère que d’une constante de N(v, 7’). 

Considérons d’autre part une fonction f(x, y); il peut se faire 
que N(r, 7’) ait une croissance en 7’ très différente de log Mr, 7"); 
s’il en est ainsi, considérons les équations f(x, y) — a = 0. 

Calculons N(7,7’, a) à partir de f(x, y) — a. Supposons que a fasse 
partie d’un ensemble de capacité positive e, sur lequel (a) désigne 
la distribution d'équilibre de la masse unité. On aura, d’après un 
procédé classique dans la théorie des fonctions d’une variable, 


fe Le a)dp(a)= Ta ef xp dl) dd frere re”, r'el)— a|dp(«) 


dv log | f(re®, re) | + C 


— ln rY C. 
la quantité C étant bornée. 


Nous prendrons 
FN yess yn Pal) 
G Wee Fey 


176 PIERRE LELONG. 
9) 
P,(y) étant un polynome de la forme II (a — a;')dontles racines sont 
rea ; 
situées sur le segment o y <1 de l’axe des y réels; f(x, y) est 
d'ordre de croissance 1 en y, comme l'indique l’étude de logM(r, 7’) 
ou celle de T(r, 7’) qui nous montre de plus qu'on peut trouver un 
nombre a tel que N(7,7’, a) soit d'ordre 1 enr’; nous supposerons a —0 
pour l'écriture. De (82) et (80), ressort que N(x, r’) ne peut être 
d'ordre inférieur à 1 dans un domaine; car il existerait un cercle 
|a|—=r, tel que N(r,, r') soit d'ordre inférieur à 1; N(r, 7’) serait alors 
d'ordre inférieur à 1, quel que soit r. L'ensemble où N(a, r') est 
d'ordre inférieur à 1 est ainsi un ensemble ponctuel. 

Remarquons que cet ensemble peut être aussi vaste que l’ensemble 
sur lequel f(a, y)est d'ordre inférieur à 1 en y, c'est-à-dire, ainsi qu’il 
est connu ('), avoir la puissance du continu. Il comprendra en effet 
toutes les valeurs æ pour lesquelles f(x, y) sera d’ordre inférieur a 
un, puisque N(x, 7’) est de croissance limitée par celle de logM(x, 7”). 

Les mêmes problèmes métriques se posent donc pour l'étude des 
variétés caratéristiques comme pour l'étude de la fonction f(x, y) 
elle-même. Ils constituent d’ailleurs une généralisation de problèmes 
déjà étudiés où l’on suppose soit f(x, y) = /(y)— x, soit f(x, y) 
réduite à un polynome de degré déterminé en x. La remarque qui 
précède nous a fait voir toutefois que le caractère dénombrable des 
valeurs exceptionnelles x;, définies plus haut, ne se généralisait pas 
au cas d’une relation entière. 

Relativement aux valeurs x; pour lesquelles n(x;,, r'}— 0, elles ne 
peuvent former un domaine sans que l’on ait f(x, y}— et, 
puisqu'on aurait alors N(r, 7’) =o d'après (80). M. G. Julia a fait voir, 
par une méthode différente, que cet-ensemble ne contenait aucun 
continu. 

Indiquons un résultat obtenu par la méthode de ce Mémoire 
et qui améliore celui de M. G. Julia (?) sans résoudre cependant 


la question de la puissance de cet ‘ensemble qui, dans ce dernier 
cas, parait délicate. 


ee ee 
(') J. Sinz, Mémoire cité, p. 52. 
(2) Bull. Se. Math, t. 54, p. 26 (1926). 
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Supposons que f(x, y) ne possède aucune singularité à distance 
. finie au-dessous du domaine aC det plaçons-nous en un point [æ,, y, 


où l’on ait f(a, y, Do. La fonction o(x, a est holo- 


I 
x,y) | 
morphe dans un domaine D ouvert auquel appartient le point [x,, yo], 
et la série de Hartogs - 


9 (2,9) =D An(z)(y — Jo)" 


converge dans une région D’ contenant un dicylindre |a—a,|<r, 
LY —Yo|<7". Si x; est une valeur telle que /(x;, y) — 0 n'ait aucune 
racine quel que soit y, le rayon de convergence p(æx:;) de la série est 
infini, car o(a;, y) est entiére(')en y. A tout point de l’ensemble E(x) 
de M. Julia correspond une épine de longueur infinie pour le dévelop- 
pement (1). Ces points sont nécessairement des points d’accumulation 


A en CUT eee Arps 
des zéros des dérivées a= ms et une restriction qui limite au 


Chapitre I les épines de longueur infinie nous montre que si la 
fonction f(a, y) est holomorphe en tout point de la région [xCd, 
ly |<], l’ensemble E(x), des valeurs x pour lesquelles la relation 
J(x,y) =o est impossible quel que soit y, est nécessairement un 
ensemble de capacité intérieure nulle dans l’intérieur du domaine d. 


(1) or, y) a même une croissance maxima bien déterminée; utilisant une méthode 
de ce travail, nous avons démontré depuis, grâce à cette remarque, que E(x) est aussi 
de capacité extérieure nulle à l’intérieur de (. 
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LES VALEURS D’UNE FONCTION 
MEROMORPHE OU ALGEBROIDE 


Par M, Jacques DUFRESNOY. 


INTRODUCTION. 


En 1879, M. É. Picard publiait son célèbre théorème fixant à deux 
le nombre maximum des valeurs non prises par une fonction analytique 
au voisinage d'un point singulier essentiel isolé. Ce résultat ne devait 
ètre rattaché à aucun autre pendant plus de vingt ans. Mais, 
comme suite aux travaux fondamentaux de M. É. Borel, MM.E. Landau 
et G. Schottky établissaient leurs théorèmes précisés ensuite par 
M. C. Carathéodory. Puis M. P. Montel donnait sa puissante méthode 
des familles normales conduisant à de nombreux résultats qualitatifs. 
M. G. Julia, en utilisant les résultats précédents, donnait au théorème 
de M. Picard un complément important qui engageait la théorie dans 
une voie nouvelle ('). Par ailleurs le théorème de M. A. Denjoy sur les 


(1) G. Junta, Sur quelques propriétés nouvelles des fonctions entières ou méromorphes 
(Annales de l'Ecole Normale, t. 36, 1919, p. 93-125: t. 37, 1920, p. 165-218; L. 38, 1901. 
p- 165-181). 

Ann. Ec. Norm., (3), LVIIL — Fasc. 3. 2À 
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valeurs asymptotiques (') recevait de M. Carleman sa premiere 
démonstration qui basée sur des méthodes entièrement nouvelles, 
que M. Valiron avait soupconnées dans des travaux antérieurs, faisait 
apparaître une méthode d’étude dont M. R. Nevanlinna allait montrer 
la fécondité. L'étude de la distribution des valeurs d’une fonction 
méromorphe semblait alors terminée. Mais, à la même époque, 
M. A. Bloch énoncait le théorème auquel on a donné son nom, puis 
il le précisait en 1925 (théorème des trois cercles). Huit ans plus 
tard, M. L. Ahlfors généralisait, dans une certaine mesure, ces 
résultats sans toutefois parvenir à retrouver, par ses méthodes, le 
théorème des trois cercles. 

Enfin, dans un Mémoire paru en 1935 (*},il a montré qu'une étude 
essentiellement topologique des surfaces de Riemann permet d'obtenir 
un théorème général sur les fonctions méromorphes, qui généralise, en 
un certain sens, le second théorème fondamental de R. Nevanlinna (*). 
Ce Mémoire constitue le point de départ de notre travail. 

Avant d’énoncer le théorème de L. Ahlfors, il convient de préciser 
la terminologie. Nous étudierons uniquement les surfaces de Riemann 
décrites par des fonctions w= f(s), méromorphes dans le cercle 
fermé \z|<r, lorsque z décrit ce cercle. Rappelons brièvement la 
définition de la caractéristique ¢ d’une surface dont l’idée première 
est due a Euler (étude des polyèdres). Faisons un pavage de la surface 
à l’aide de triangles (ou plus exactement de pavés topologiquement 
équivalents à des triangles). La surface apparait alors comme une 
sorte de polyèdre ayant / faces (triangles), a arêtes (côtés des triangles), 
s sommets (sommets des triangles). La quantité 9 = — s+a— f, qui, 
par définition, est la caractéristique de la surface, est indépendante 
du pavage choisi. En effet, si dans un pavage donné on sépare un 
triangle en deux il en est bien ainsi, car fa cru d’une unité, s de deux 


(1) A. Densoy, Sur les fonctions entières de genre fini (C. R. Acad. Sc., t. 143, 1907, 
p. 106-108). 


(?) dela mathematica, 65, p. 157-194. Ce Mémoire sera désigné dans la suite par [A]. 
(*) Cf par exemple, R. NevanLiNNa. Eindeulige analylische Funktionen’ (Julius 
Springer, à Berlin, 1936). On trouvera dans cet Glvsage un exposé de la théorie 
d'Ahllors. On pourra consulter également R. NEvANLINNA. Le Théorème de Picard-Borel 


et la théorie des fonctions méromorphes (Gauthier-Villars, 1929). 
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unités et a de trois; la propriété est donc vérifiée lorsqu'on remplace 
un pavage par un autre plus Jin; elle est encore vraie pour deux 
pavages quelconques, comme on s’en assure aussitôt en prenant un 
troisième pavage auxiliaire plus fin que les deux premiers et dont 
l’ensemble des arêtes est constitué par la réunion des ensembles des 
arêtes des deux premiers. En particulier, une surface fermée du type 
topologique de la sphère a, comme le tétraèdre, pour caractéristique 
¢ =—2; nous retrouvons ainsi le théorème d’Euler relatif aux 
polyédres. Une surface simplement connexe a, comme un triangle, 
pour caractéristique ¢ — —1. 

Sur la sphère unitaire £,, nous considérons maintenant qg2>3 
domaines D; simplement connexes et disjoints. Soit } une surface de 
recouvrement de Ë,, ayant un contour I de longueur L et une aire 
égale à 4rS. Les portions connexes de la surface © situées sur le 
domaine D; sont de deux sortes : ou bien elles n’ont aucune frontière 
relative par rapport à D; (c’est-à-dire que toute leur frontière a pour 
trace la frontière de D;), ce sont par définition des disques (Inseln dans 
la terminologie d’Ahlfors); ou bien elles ont une frontière relative par 
rapport à D; (frontière relative qui appartient nécessairement aT), ce 
sont par définition des langues. 

Nous appellerons enfin muluplicité d'un disque le nombre de ses 
feuillets et multiplicité simple p d’un disque l'opposé — : de sa carac- 
téristique. Nous aurons donc p—1 pour les disques simplement 
connexes et p<o pour les autres disques. Ahlfors a établi le théorème 


suivant : 


THÉORÈME D’AHLFORS. — Étant donnés, sur la sphère unitaire %,, 
g23 domaines D; simplement connexes et disjoints, on peut déterminer 
une constante h telle que toute surface de recouvrement È de X), 
simplement connexe, présente sur les domaines V; des disques dont la 
somme Ep(D;) des multiplicités simples satis fait à 


Wf 


> p(D)2(q —2)$ — AL, 


11 


où 4x8 désigne l'aire de X et L la longueur de son contour. 
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Cette relation s’applique encore lorsque les domaines D, se réduisent 
à des points a;; on a alors 


4 
| J'A(a)2(g — 2)8 — AL, 


Red | 


en appelant n(a;) le nombre de points distincts de la surface } situés 
sur le point a;. 2 
Enfin, sz tous les disques situés sur le domaine D; ont une multiplicité 


au moins égale à ;, on a 


où h est une nouvelle constante ne dépendant que des domaines D;. Cette 
inégalité est encore valable lorsque certains domaines D; se réduisent 
à des points. 

Appliquant ces théorèmes à la surface de Riemann Z(r) décrite par 
la fonction «= f(s), méromorphe dans |z|< R&so, lorsque 3 
décrit le cercle z <r<R, Ahlfors obtient des propriétés des fonc- 
Hons w= f(z) lorsque R= ou lorsque R< @ avec lim S(7) (R—r)=o. 


r>k 


Ce sont le théorème du défaut et le théorème des domaines 
(Scheibensatz) qui comprennent, comme cas particuliers, le théorème 
de Valiron et Bloch et les théorèmes classiques sur les valeurs comple- 
tement ramifices. 

Dans le premier Chapitre de ce travail, nous donnerons une 
démonstration nouvelle du théorème d’Ahlfors, qui présente l’avan- 
tage de permettre l'estimation de la constante 4; nous verrons que 
cette démonstration peut être simplifiée dans le cas particulier où tous 
les domaines D; sont réduits à des points. Enfin, nous étendrons le 
théorème aux surfaces multiplement connexes. Dans le Chapitre II 
nous exposerons les théorèmes asymptotiques d’Ahlfors pour les 
fonctions méromorphes et nous apporterons à ces théorèmes des 
précisions nouvelles; nous montrerons que l’on retrouve le théorème 
du défaut de Nevanlinna. Le Chapitre HE sera consacré à des théorèmes 
entermes finis qui comprennent, comme cas particuliers, lesthéorèmes 
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de Landau, Schottky, Bloch, ..., et qui généralisent des théorèmes 
qu'avait obtenus Ahlfors par une méthode très différente ('). Enfin 
dans le Chapitre IV nous étendrons ces résultats aux fonctions algé- 
broides; nous obtiendrons ainsi de nouvelles propriétés, certaines 
étant asymptotiques, d’autres en termes finis. Nous terminerons en 
donnant quelques conséquences pour les algébroides à deux branches, 
d’où nous déduirons une extension, pour des domaines D, plus 
généraux que ceux envisagés au début de cette étude, des théorèmes 
relatifs aux fonctions méromorphes; on peut espérer parvenir à des 
résultats analogues, pour les algébroides à un nombre quelconque de 
branches et pour des domaines D; encore plus généraux. 

Pour rendre cet exposé cohérent et intelligible, nous serons 
obligés de faire, à plusieurs reprises, des emprunts au Mémoire 
d’Ahlfors. Nous signalerons les passages correspondants par l’indi- 
cation « d’après [A] ...» mise en note; les références données sous 
une autre forme indiquant simplement des rapprochements et des 
comparaisons de résultats. 

Qu'il me soit maintenant permis d'exprimer ma respectueuse 
reconnaissance à M. Georges Valiron qui m'a incité à l'étude des 
remarquables Mémoires d’Ahlfors, m'a suggéré d'entreprendre ce 
travail et n’a cessé de me prodiguer conseils et encouragements. Je 
tiens à adresser également mes remerciements à M. G. Julia quia bien 
voulu présenter à l'Académie des Sciences des Notes résumant les 
principaux résultats de cette étude et à M. A. Denjoy qui a accepté de 
se Joindre à MM. Julia et Valiron pour constituer le jury. 

Je prie M. É. Picard, qui a bien voulu publier cet article dans les 
Annales de l'École Normale supérieure. de trouver ici l'expression de 


toute ma g atitude. 


(1) Sur les domaines dans lesquels une Jonction méromorphe prend des valeurs appur- 


tenant à une région donnée. Acta Soc. Setent. Fennicæ. Nova Series A, t. I, n° 2, (1933). 
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CHAPITRE I. 


LE THEOREME FONDAMENTAL. 


x. 


1. Soit, sur la sphère unitaire £,, une surface de recouvrement & 
d’aire 47$ et ayant un contour de longueur L. On considère les points 
de ©, sur lesquels se trouve au moins un point de &; ils constituent 


un ou plusieurs domaines &,. On définit de même £,, £,,...; £, est 
formé par l’ensemble des points de X, sur lesquels se trouvent au 
moins ¥ points de 2. Les surfaces 2,,2,, 1.2, 0200 POSONURIES 


différents feuillets (') de la surface ©; on reconstitue cette dernière 
à partir des feuillets en reliant ceux-ci entre eux de façon convenable. 
Nous désignerons par 47S, l’aire du feuillet Ë, et par L, la longueur 
de son contour. Il est clair que l’on a 


S SD S SUA Se 3 ive 


Nous aurons besoin, au cours des démonstrations suivantes, 
(utiliser deux propriétés (*) de la caractéristique d’une surface. 
Ktablissons-les rapidement. 


2. Faisons un pavage de la sphère &, tel que le contour I de la 
surface X se projette sur des côtés des triangles du pavage, et que les 
points de ramification se projettent tous en des sommets. Cela entraine 
un pavage de chaque feuillet ©, d’où un pavage de la surface EX elle- 
même. Les caractéristiques des feuillets et de la surface totale sont 
données par les relations 


(1) D'après [A], p. 162. 
(2) D'après [A], p. 166-168. 
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On aa= da, et f= Ef,; par contre, on a, en général, s < Ÿs,, car un 
point de ramification d’ordre u (réunissant v.+1 feuillets) donne 
un sommet à la surface © d’une part, et d’autre part un sommet à 
chacun de u. +1 feuillets; on a donc 


s 
DS 


Et, en introduisant l'ordre de ramification total 6 = Xu. de la surface ¥, 
nous obtenons la première des relations que nous voulions établir 


DS OS mi Us 
\ x ' 


On démontre aussi facilement la propriété suivante. Si x trans- 
versales et un nombre quelconque de rétrosections sans points 
communs séparent la surface £ en surfaces Z, on a 


p= dio'+ n. 


En effet, on peut toujours supposer que le pavage effectué sur & est 
tel que transversales et rétrosections soient formées de côtés de 
triangles du pavage. Et la propriété énoncée est une conséquence de 
ce qu'une rétrosection dédouble le même nombre d’arètes et de 
sommets, tandis qu’une transversale dédouble une aréte de plus. 

Nous allons maintenant démontrer deux cas particuliers du théorème 
fondamental. 


Premier cas particulier. 


3. Nous supposerons que trois points distincts a,, a, et a, de Ë, ne 
sont pas recouverts par la surface ¥ simplement connexe et nous 
désignerons par 2, la plus petite des distances sphériques de ces trois 
points pris deux à deux. Nous allons montrer que 


L>-; 96,58. 


A cet effet, décomposons la surface en feuillets et étudions le 
vième feuillet de caractéristique o,. Deux cas peuvent se présenter : 
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a. S,<-; dans cette hypothèse on a 


cp} 


L,2 4TSy 


car le minimum de la longueur L, est obtenu, pour S, donné, lorsque 
le feuillet a la forme d’une calotte. auquel cas on a 


Le== 167° S) (055 


d’où l’inégalité précédente puisque S,(1—S,)2S,. 


Das = alors L,234, si o,—— 1 (feuillet simplement connexe) 


et L,>29, si o,—0o (feuillet doublement connexe). 


En résumé, que l’on soit dans l’un ou l’autre cas, si p,<o, on a 
toujours 
TR 20s: 


D'autre part 


Chaque terme de cette somme étant inférieur à 1, il y a n feuillets EX, 
I 


avec n2S 


—L r lesquels 
70, L pou esquels ona 


= I 
Sy - = LL, > 9, 


20 


Chacun de ces feuillets vérifie done l'inégalité 5, > 0. 


De la relation 
Tree 


o>2n+r—N, 


nous déduisons 


où N est le nombre de feuillets simplement connexes (¢,—-—1); soit 
encore 


I 
DAS Ny a Nat 
Les 20, 4. j) 


où N, est le nombre de feuillets simplement connexes et non ramifiés. 
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La propriété est établie s’il n’existe pas de tel feuillet. S’il en existe, 
on les détache de la surface Y par m transversales; la surface X 
se décompose ainsi en surfaces ¥,, en nombre au plus égal à m-+1, 

et auxquelles on peut appliquer la relation précédente (') où l’on a 
fait N,— 0; soit 

1 


— Ly. 


205 


Or.-+12>S,— 


Nous allons additionner ces relations membre à membre en remarquant 
que, d’une part 


o= Mot m entraine 0 +1 2S (pe 1) 
et que, d’autre part 
2 I 1 2 +3 
(si 20 Ly) >8— EL EL 


cette dernière somme étant étendue aux feuillets simplement connexes, 
non ramifiés; donc étant inférieure à L. Il vient finalement 


> 


205 


par re 


Dans le cas particulier où la surface © est simplement connexe 
(9 =—1), on trouve bien la propriété annoncée. 


St la surface Ÿ simplement connexe ne recouvre pas trois points a; de 
la sphère X,, on a 


en désignant par à, la distance sphérique minima de ces trois points pris 
deux à deux. 


De cette proposition on déduit facilement le théorème de Picard (?) 
ainsi que les théorèmes de Landau et de Schottky (*). 


RE ae 


(1) Valable pour les feuillets simplement connexes eux-mêmes. 
Cy Cf 5 21: 
(3) Cf. LS 30 et 51. 
Ann. Fe. Norm., (3), LVIII. — Fasc. 3. 29 


Ue 
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Deuxiéme cas particulier. 


4. Considérons g>3 domaines D;, simplement connexes et disjoints, 
situés sur la sphère £,. Désignons par à, la distance sphérique minima 


5 4 < Ny Be 
de ces domaines pris deux à deux. Remarquons, en passant, que an 3? 


car le maximum de à, est obtenu pour g— 3, lorsque les domaines 
sont réduits à des points. Nous allons démontrer le lemme suivant : 


St la sphère Y, est recouverte d’une surface connexe X à un seul 
feuillet, de caractéristique 5, d’atre 4S, ayant un contour T de 


longueur L et telle que 


1 
=> N = oO, 


20 


un 


la surface Ÿ présente sur les domaines D; un nombre p20 de disques 


satis faisant à 
(DA OZ) re 


En effet, si L=o, la frontière de Ÿ est formée de points en nombre m 
arbitraire. On ao =—2-+™m et p>q—m; la relation est satisfaite. 
Reste donc à examiner le caso< L< 20,8. Le contour I se compose 
de ¢ + 2 courbes fermées l',; chacune d’elles a une longueur inférieure 
à L<20,S< 27; elle découpe 2, en deux domaines simplement 
connexes dont l’un À, a une aire inférieure à 27, et l’autre A’, une aire 
supérieure à 27. Montrons d’abord que & est nécessairement contenue 
dans tous les domaines A;,; s’il n’en était pas ainsi, © aurait une aire 
inférieure à 27, d’où l'inégalité L > 4x8, ce qui est contraire à l’hypo- 
thèse puisque 2,<{7. D'autre part chaque courbe l;, ayant une 
longueur inférieure à 22,, ne peut rencontrer ou contenir dans son 
intérieur A, qu'un domaine D; au plus. La surface X s'obtient donc, à 
partir de Ë,, en retirant les domaines A, et chaque retrait supprime un 
disque au plus. Puisque ©, comprend q disques, il en résulte que X 
comprend un nombre p20 de disques satisfaisant à p2qg—(¢ +2); 
c'est la relation annoncée. 


5. Soit alors © une surface de recouvrement de la sphère &,; 
désignons par v(D;) le nombre de feuillets de cette surface qui 
recouvrent complètement le domaine D;, par v,(D;) l’ordre de ramili- 
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cation entre elles des portions de ces feuillets intérieures 4D,, et enfin 
par r(D;) la quantité v(D;) —»,(D,); celle-ci satisfait au théorème 
suivant : 


a 


THÉORÈME A. — Sr la sphère X, est recouverte d’une surface de 
Riemann Ÿ de caractéristique o, d'aire nS et ayant un contour de 
longueur L, la somme Xr(D;) étendue aux q domaines D; vérifie 
l'inégalité 


En effet, décomposons la surface X en feuillets ©, d’aire 47S, et 
ayant un contour de longueur L,. Nous avons 


J I = I 
S— L=Y (s.— = L) . 


Chaque terme de cette somme étant inférieur ou égal à 1, il y a 
n feuillets À, pour lesquels on a 


I i 
SE Lo AVEC NO 
2 2.0 


ji 


La 


= 
209 


Appliquons le lemme à chacun de ces n feuillets et sommons en 


remarquant que 
0 => Oy + v, 


et que p,+o,2—1, l'égalité n'ayant lieu que pour les feuillets 
simplement connexes ne contenant aucun disque. Soit N le nombre 
de ces feuillets; iJ vient 


Tenant compte de l’ordre ¢ de ramification, on arrive à 


Ni : 


Yriozg—)(8 LL) 


20 


mS) 


où N, désigne le nombre de feuillets simplement connexes, non 
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ramifiés, ne contenant aucun disque. Le théoréme est donc établi s'il 
n'existe pas de tel feuillet. S'il en existe, on les détache de la 
surface © par m transversales, la surface © se décompose ainsi en 
surfaces X;, en nombre au plus égal à m-+1, auxquelles on peut 
appliquer la relation précédente où l’on a fait N, =o. En sommant on 
obtient 


puisque o = Yo,-+ 1m entraine ¢ +12È(c;+ 1). 
D'autre part 


I I 2 
= ly | SSS Le 
d(s 200 )> 20) 20) smd ‘ 


cette dernière somme étant étendue aux feuillets simplement connexes 
non ramifiés, donc étant inférieure à L. Le théorème est ainsi 
démontré. 


6. Dans le cas particulier où les domaines D; se réduisent à des 
points, le théorème A devient 


THÉORÈME A,. — On considère g23 points a; de la sphère È,. Si cette 
sphère est recouverte d’une surface de Riemann &, de caractéristique o, 
d’aire 475 et ayant un contour de longueur L, on a 


4 
DA 2 (4 — 2) (S = = L)—(@+0), 


206 


i==4 


. À FA ES . . + . . ’ — 
où 6, désigne la distance minima des points a; pris deux à deux et n(a;) le 
nombre des points de la surface X situés sur le point a;, chacun de ces 
points étant compté une seule fois. 


Ce théorème a été obtenu par Ahlfors (') pour les surfaces simple- 
ment connexes; toutefois la méthode d’Ahlfors ne permettait pas 
l'estimation du coefficient de L. Ce théorème contient le résultat 
de l’étude du premier cas particulier. 


eee 


(1) [A], p. 181; inégalité (B,). 
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Le théorème fondamental. 


7. Soient toujours, sur la sphère £,, 9>3 domaines D, simplement 
connexes et disjoints; et soit 9, la distance (sphérique) minima des 
domaines D; pris deux à deux. Nous allons définir à priori une 
constante # dépendant de ces domaines, et qui jouera dans la suite un 
rôle important. ~ 

Si nous ajoutons au domaine D, l'ensemble des points de £, dont la 
distance à D; est inférieure à 7<¢,, on obtient un nouveau domaine 
D;(T) qui satisfait à l’une des propriétés suivantes : 


a. Il est simplement connexe; 

8. Il est multiplement connexe mais ne sépare pas l’un de l’autre 
deux quelconques des domaines D;(j 42); 

y. Il est multiplement connexe et sépare les uns des autres certains 
des domaines Dj. 


Il existe un nombre /; au plus égal à 6, et tel que pour /</; on soit 
dans l’un des cas x ou 5 et que pour /;</<4, on soit dans le cas y. 
Par définition, la distance d’isolement 1, de l’ensemble des domaines D, 
sera le plus petit des nombres 4. Enfin, nous désignerons par D;(4,) le 
domaine D;(4,) s’il appartient au cas x, le domaine D,(/,) complété de 
ceux de ses trous qui ne contiennent pas de domaine D,, s’il appartient 
au cas 3. 

Soit Z° la portion de la sphere Æ, extérieure aux domaines Dj. 
Considérons sur £* un domaine A d’aire 475 et dont le contour relatif 
a une longueur À 24, (par contour relatif, nous désignons les 
portions du contour de A qui sont éntérieures à X)). 

Si le contour ne touche aucun domaine D; et si l’on suppose de 


I 
plus s<-0na 


Si le contour touche un domaine D; (et il n’en peut toucher qu'un 
seul puisque À << 2/,<20,) et si l'on suppose de plus que le domaine A 


13% 
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. , . “ FR , . 4 
est intérieur à D,(/,), on pourra déterminer un nombre 4; tel que l’on 
ait toujours 
‘ TS kik. 

Nous définirons enfin la constante & par la relation 


S 
k= æ Max Ga = ka, Ko wale rk rs hy), 


en désignant par 47S, l’aire de la sphere trouée x). 


8. Calculons la valeur de cette constante & dans quelques cas 
particuliers : 


< , i ‘ . I 
1° Les domaines D, sont réduits à des points. — Onal,=6,, k= te 
, 1 
et S,—1. Par conséquent, s = —. 
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2° Les domaines D; sont circulaires ou réduits à des points. — Ona 
encore /,—2,. Evaluons #;. Soit P celui des deux pôles du cercle 


nn 


UP 


limitant D; qui est extérieur au domaine D,. La distance à, est inférieure 
à la distance de P au domaine Dj. Le point P est extérieur à D,(4,). 
Pour un contour relatif de longueur A < 21, donnée, le domaine A 
d'aire maxima est limité par un are d’un cercle C qui coupe ortho- 
gonalement le cercle frontière de D;. Soit D la plus petite des deux 
calottes découpées par C sur la sphère X,; cette calotte ne contient 
pas P, c’est donc elle qui contient le domaine A. Nous distinguerons 
alors deux cas : 


Fig tete 
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a. Le domaine D; est inférieur à la demi-sphére ( fig. 1): 


473 < aire de D < long. de C < 2); 
donc 


4 


b. Le domaine D; est supérieur à la demi-sphère (fig. 2); 


4Ts < aire du secteur de D limité par les deux « rayons » tangents à D,; 


d’autre part 
aire de D < long. de C 


entraine 
aire du secteur de D < j: 


et finalement 4,< -—. 
at 
On a donc toujours 


k 


ET I 1 
== Max |)——> cer aa 
DOS Soy 2 00 94 


3° Les domaines D; sont convexes ou circulaires ou réduits à des 
points. — Nous dirons qu'un domaine D; est convexe si le plus petit 
arc de grand cercle joignant deux points quelconques intérieurs au 


GE 


Fig. 3. 


domaine est tout entier intérieur au domaine; il en résulte qu'un grand 
cercle tangent au contour du domaine laisse tout ce domaine d’un 
même côté de lui. Ici /, peut ètre différent de =,; la détermination 
de £, ne présente pas de difficulté sérieuse. Voyons ce qu'il advient de 
la constante #; relative à un domaine convexe. Pour un contour relatif 
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de longueur A  2/, donnée, le domaine A d’aire maxima est limité 
par un arc d'un cercle C qui coupe orthogonalement la frontière de D; 
aux points A et B (fig. 3). Le domaine D; est situé dans celui des deux 
fuseaux qui est inférieur à la demi-sphère, fuseaux limités par les 
deux demi-grands cercles joignant les pôles du cercle C et passant 
respectivement par A et B. Le domaine A est contenu dans la plus 
petite D des deux calottes découpées par C sur la sphère &,, car tous 
les points de cette calotte sont situés dans D;(/,); pour s’en assurer, 
il suffit de remarquer que la distance à A ou à B de tous les points de 
la calotte est au plus égale à la distance du point Q, milieu du plus 
grand des deux arcs du cercle C ayant pour extrémités A et B; cette 
distance est inférieure à la moitié de la longueur À de cet are de 
cercle, donc est inférieure à /,. On a, par conséquent, 
4no < aire de D < long. de C < 2}; 
d'où 


De sorte que la constante # a pour expression 


ET I I 
k= M: =, =— pe date | 
| so = | = CSST 


De plus, on peut obtenir une estimation de la distance d'isolement J, 


Tt 


2 


. . j A : . = 
a partir de ¢,. Nous allons montrer que si à, > (ce qui ne peut se 


() 


produire que pour g = 3 ou 4) onal,>~, tandis que sid, < on al, =. 


Ceci est une conséquence immédiate de la remarque suivante : Si le 
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domaine D; est convexe, le domaine D,(Z) est simplement connexe, 
lorsque IST. En effet, pour que D;(/) soit multiplement connexe, il 
faut et il suffit qu'il existe un point P de X, et deux points A et B 
de D; (/ig. 4) tels que les distances de P à A et à B soient inférieures 
à l'et qu'il n'existe pas dans D; un chemin allant de A à B dont tous les 
points soient à une distance de P inférieure à /. Ceci ne peut se 


présenter pour i<*, car le petit arc de grand cercle joignant A à B 


(arc qui appartient à D;) est intérieur à la calotte de centre P et 
de rayon (sphérique) J. 
D'où finalement 


LT À me 
-< Max Re 
Ft Ex E278 | i Max | 0 
9. La constante # étant ainsi définie, nous allons démontrer le 
lemme suivant : 


La sphère trouce &,, d’atre 47S,, est recouverte d’une sur face connexe X 
à un seul feuillet, d’aire 4RS,S, et ayant un contour relatif TV de lon- 
gueur L. St S—Æ£L © 0, la caractéristique o de X est au moins égale 
a 


q — 2. 


En effet, si L=o, on ap 2q — 2; la relation est satisfaite. Reste 


= 


. ae S 
donc à examiner le cas où L est tel que o CL< ,: Le contour I se 
compose : 


1° de courbes fermées de longueur inférieure à 2/,<29,. Une telle 
courbe sépare ©, en deux domaines dont l’un Aa une aire inférieure 
à 27; ce domaine A contient un domaine D; au plus. D'autre part, la 
surface X est contenue dans le complémentaire de A, car sinon nous 


1 


aurions S < L<hL, ce qui est contraire à l'hypothèse. 


2° de courbes ouvertes de longueur totale inférieure à 21 <20,+ Les 

extrémités de l’une de ces courbes aboutissent donc au contour d’un 

même domaine D,. Une telle courbe sépare la partie de &, extérieure 

à D, en deux domaines dont l’un A est intérieur à D;(4,) et par 
Ann. Ec. Norm., (3), LVIIL. — Fasc. 3. 26 
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conséquent ne contient aucun domaine Dj. D’autre part, la surface & 
est contenue dans le complémentaire de A, car sinon nous aurions 


$< ÊLSAL 

ce qui est encore contraire à l'hypothèse. 
Done, © se déduit de X° par retrait de tous les domaines A; 
chacune de ces opérations ne peut que faire croitre » (c’est ce quia 
lieu dans le cas 1° lorsque A ne contient aucun domaine D,) ou le 


laisser constant. Le lemme est donc établi. 


10. A partir de là, nous allons démontrer un théorème obtenu par 
Ahlfors ('), en utilisant une méthode qui ne fournit pas d’estimation 
du coefficient de L. 


Tutorèue. — La sphère trouée &*, d’uire 4rS,, est recouverte d’une 
surface connexe È d’aire 47S,S et ayant un contour relatif T de 
longueur L. La caractéristique ¢ de È vérifie l'inégalité 

+ 
p2(g —2)(S—34L). 


En effet, si S — AL <0, l'inégalité est triviale. Sinon, décomposons 
la surface X en feuillets £, d’aire 4xS,S, et ayant un contour relatif 
de longueur L,. Nous avons 


S—RL=S(S;—£L,). 


Chaque terme de cette somme étant inférieur ou égal à 1, ily a 
n feuillets &, pour lesquels S,—#L, > o, avec 

n>2S — AL. 
Appliquons le lemme à chacun de ces n feuillets et sommons en 


remarquant que 
. 
p= De. 


p2n(q—2)+e—N, 


Il vient 


(1) [A], p. 168-174. 
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en désignant par N le nombre de feuillets simplement connexes, 
car ¢,2—1, l'égalité ayant lieu pour ces feuillets. Tenant compte de 
l'ordre ¢ de ramification, on arrive à 
+ 
p2(gs=2)(S kL) =, 
ou N, désigne le nombre de feuillets simplement connexes non 
ramifiés. Le théorème est donc établi s'il n'existe pas de tels feuillets. 
S'il en existe, on les détache de la surface © par m transversales; la 
surface Ÿ se décompose ainsi en surfaces Ÿ,, en nombre au plus égal 
à m—+1, auxquelles on peut appliquer la relation précédente; ce qui 
donne 
a 
pa2(g —2)(Sx— AL). 


En sommant on obtient 


pete 2) ¥ (Si A Le) 
puisque 
+ + 
p= D pit m entraine p> > pu. 


D'autre part 
> (SLA SA ak SLi; 


cette dernière somme étant étendue aux feuillets simplement 
connexes non ramifiés; elle est donc inférieure à L et le théorème 
est démontré. 


11. Pour appliquer ce résultat nous devrons faire usage du premier 
théorème du recouvrement d’Ahlfors ('), que nous allons établir succinc- 
tement. Soit, sur Ë,, un domaine D d’aire 4xS,. Nous désignerons 
par 4rS,S(D) l'aire de la portion, située sur D, de la surface de 
recouvrement © de X,. Décomposons la surface Ÿ en feuillets £,; pour 
chacun d’eux nous avons 


S; S 
en ra OES 
Sy S, et SY(DIS & ; 


(1) D’après [A], p. 163-164. 
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d'où, puisqu'il s’agit de quantités positives, 


dy 


S 


0 


| Sy— S, (D) | Es 


En remplaçant %, par son complémentaire par rapport a £,, nous 
obtenons de même 


|(1—$,) — (1 S,(D)) 


soit 
TS, 
goss à | ea 
lo ID S 


0 


Par conséquent 


ES tDhe = min[S,. 10) 
0 


En utilisant une inégalité déja employée (§ 3), nous obtenons 


oT = Ibs 
min[S,, 1— S,]< — 
1 


et, en faisant la somme des relations pour les différents feuillets. 


4 4 L 
Reins 


C'est Pinégalité que nous voulions établir. 


12. Nous allons maintenant démontrer le théorème fondamental (‘). 
Soit Z, simplement connexe, une surface de recouvrement de X,. 
Retirons de & toutes les langues situées sur les domaines D;; il reste 
un certain nombre de surfaces £’. Celles-ci sont simplement connexes; 
en effet, il suffit de montrer qu’il en est bien ainsi après le retrait 
d’une langue et de répéter ensuite le raisonnement autant de fois 
qu'il est nécessaire. Or la langue se détache par m transversales et 
r rétrosections. On a donc, d’après les propriétés de la caractéristique, 
—1=Xo(2')+,+m, en désignant par p, la caractéristique de la 
langue; celle-ci étant limitée par r +1 contours distincts, on a 


(1) D’après [A], p. 179-180. 
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e,2r—1; done 2o(’)+ m-+r<o. Et par conséquent il ya m+r 
surfaces 2’ toutes simplement connexes. 

De chaque surface L’ retirons tous les disques situés sur les 
domaines D;; nous obtenons un certain nombre de surfaces 5. D'après 
les propriétés de la caractéristique, nous avons 


q 
de(Z)= Sp (2) —S pd), 


t= 


soit encore 
4 


ŸP(D:) =. p(s) —N,+N, 

t=41 
en désignant par N le nombre des surfaces Z’ et par N, le nombre des 
surfaces À simplement connexes. On voit que N'—N—N, est le 
nombre des surfaces Z’ contenant un disque au moins. Or, ci-dessus, 


nous avons obtenu une borne inférieure de o(Z) à partir de l’aire 
de ¥ et de la longueur de son contour relatif. Il vient, en sommant et 
en majorant la somme des longueurs des contours relatifs des X par la 
longueur du contour de &, 
¢ 
SY p(Di) 2 (9 — 218 (33) —34L]+ N°. 


IL 


Et, en appliquant le théorème du recouvrement, nous obtenons : 


7 
à É 1 I + 
Droz —2)[8 = (84+ pL] x 


i= 


C’est le théorème d’Ahlfors (') avec de plus une évaluation de la 
constante A. Résumons les résultats dans un énoncé : 


THEOREME FONDAMENTAL. — Étant donnés, sur la sphère unitaire X,, 
g23 domaines D, simplement connexes et disjoints, on peut déterminer 
une constante h telle que toute surface de recouvrement È de X,, simple- 


(1) [A], p- 180, inégalité (B). 
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ment connexe, présente sur les domaines D; des disques dont la somme 
¥ p(D;) des multiplicités simples satis fait a 


¥ p(D)2(q = 2) (S— AL), 


T'es 


où 47S désigne l’atre de X et L la longueur de son contour. 


. 


St les domaines D; sont circulatres, on a 


Enfin si les domaines D; se réduisent à des points a;, on a 


je : 
SM r(u)2(9— 2)($ — =) 


= 


Extension du théorème fondamental aux surfaces 
multiplement connexes. 


13. Supposons maintenant que nous partions d’une surface Ÿ 
multiplement connexe de caractéristique ¢. Retirons encore de & les 
langues situées sur les domaines D;; il reste un certain nombre de 
surfaces Ÿ’ qui ne sont plus toujours simplement connexes; mais leurs 
caractéristiques o( 2’) satisfont à l'inégalité 


Sle(2)+i)Se 44 


Pour démontrer cette inégalité, nous pouvons tout d’abord nous 
limiter au cas où l’on retire de X une seule langue; le cas général s’en 
déduit immédiatement par itération. La surface Y est séparée en 
plusieurs morceaux par un certain nombre de transversales et de 
rétrosections. L’un de ces morceaux, dont le contour contient néces- 
sairement des parties du contour de X, constituent la langue; les autres 
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constituent les surfaces 2’. Par l’adjonction de bandes infiniment 
étroites, sans points communs, traversant la langue et dont le nombre 
est inférieur d’une unité à celui des surfaces Ÿ, réunissons ces 
dernières en une surface d’un seul tenant Z”, dont nous désignerons 
la caractéristique par o”. En retranchant de la langue les bandes 
précédentes, il reste une langue entaillée. La surface Y est maintenant 
décomposée en deux parties : la langue entaillée et la surface Y; 
cette décomposition est obtenue par m transversales et par un certain 
nombre de rétrosections. Si 9, est la caractéristique de la langue 
entaillée, nous avons donc 
D =D" + pr + m. 


Nous distinguerons alors deux cas : 


1° m> 0; puisque p,2— 1, nous avons p"<c. 

2° m=o; la langue ayant alors plusieurs. contours distincts (une 
rétrosection au moins et une partie au moins du contour de Ë) ne 
peut être simplement connexe; 0,2 0; nous avons encore o”<¢. 

L’inégalité annoncée sera démontrée si nous prouvons que 


Dd [e(2) +1] =e" 


Cette relation est bien vérifiée car, au point de vue topologique, on 
obtient les surfaces 2’ à partir de la surface £” en effectuant sur cette 
dernière un nombre de sections transversales inférieur d’une unité 
au nombre des surfaces Z’ (chacune de ces transversales coupant 
l’une des bandes réunissant les X”). 

A partir de l'inégalité que nous venons d'établir, on conclut comme 
on l’a fait pour les surfaces simplement connexes 

D = à : Ys a) : 
YP Od= > (2) — eZ) =e (Z)+N—N— Dl o(2) +1]. 


TA 


D'où 


¥ p(D)> dp (E)+N— Ni (p+1)2 Dp(E)— (9 +1 


21 


car N’'=N—N, est le nombre de surfaces &’ multiplement connexes 
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ou contenant un disque au moins; c’est donc une quantité positive ou 
nulle. La démonstration se termine comme dans le paragraphe 
précédent et finalement : 


Le théorème fondamental s applique aux surfaces de recouvrement b> 
multiplement connexes à condition d'écrire l'inégalité de la façon 


suivante 
q “ 


SY p(Di2(q — 2) (S— AL) — (p +14) 


HE) 


qui fait intervenir la caractéristique o de ces sur faces. 


Remarques. 


14. Tous comptes faits, nous avons obtenu deux résultats distincts, 
le théorème A d’une part et d’autre part le théorème fondamental 
(étendu aux surfaces multiplement connexes). 

Le théorème A présente l'avantage d’un coefficient de L complète- 
ment explicité qui ne dépend que de à,. Ce théorème peut donc être 
appliqué à des domaines D; quelconques disjoints que l’on a rendus 
simplement connexes par des coupures convenables; si l’on revient à 
la définition de r(D;), on voit que cette dernière précaution est 
superflue (il suffit de choisir des coupures ne passant par aucune des 
traces sur 2, des points de ramification de X et coupant peut-être 
la trace du contour F de X, mais ne se confondant jamais avec elle sur 


un arc). Par conséquent, le théorème A s'applique à des domaines D, 


qu peuvent être multiplement connexes et emboités de façon quelconque 
les uns dans les autres. 

Par contre le théorème fondamental est plus précis en ce sens qu’il 
fait intervenir £p(D;) au lieu de Zr(D;) qui lui est supérieur ou égal. 
On peut se demander s'il est aussi possible de donner, pour tous les 
cas, une expression simple de la constante h, qui ne ferait intervenir, 
par exemple, que à, et les aires des domaines D; (comme nous l'avons 
fait dans le cas particulier de domaines convexes ou circulaires). S'il 
en était ainsi, le théorème s’appliquerait encore à des domaines D, 
quelconques disjoints dans lesquels on aurait fait des coupures assu- 
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jetties uniquement à les rendre simplement connexes. Nous montre- 
rons dans la suite (') que ceci conduirait à une contradiction. 


15. Remarquons enfin que, de la seule connaissance de q et de 4,, 
on peut déduire une borne inférieure de S,. En ‘effet x; comprend 
dans son intérieur les g bandes de largeur 6,/2 bordant chacun des 
domaines D,; d’autre part chacune de ces bandes a une aire supé- 
rieure à celle de la calotte de rayon à,/2. Donc 


En remarquant que 


nous obtenons a fortiori 
39, \? 
>a(Te) 


Cela nous permet de donner une estimation de A en fonction seule- 
ment de 5, et de g dans le cas de domaines convexes ou circulaires. Si 
l’on ne connaît pas g, on a toujours 


D) 


et donc Fra 


:- Quel que soit d,, lorsque les domaines D; sont circu- 
By is 


—: 
2 04 


SE 


laires ou convexes, onah< 


(1) Forr § 33. 


Ann. Ec. Norm., (3), LVUL. — Fase. 3. 27 
14 
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CHAPITRE II 


APPLICATIONS AUX FONCTIONS MEROMORPHES (1). 


16. Nous allons d’abord donner quelques conséquences des théo- 
rèmes précédents pour les surfaces de Riemann simplement connexes ; 
nous ferons ensuite l'application aux fonctions méromorphes. 

Désignons par n(D;) le nombre de disques, comptés avec leur ordre 
de multiplicité, situés sur D;; par n(D;) le nombre de ces mêmes 
disques, mais où chacun est compté une seule fois; enfin, par n,(D;) 
l'ordre de ramification total de ces disques. D'après les propriétés 
fondamentales de la caractéristique, nous avons 


P(Di) = n(D;) — n(D;)<n(D;). 
Le théorème fondamental nous donne alors : 


Étant donnés q2>3 domaines D; simplement connexes et disjoints, on a 


q q 
1(D; D; L 
> HALO SS CDN 


et, a fortiori, 


test 


En particulier, st la surface & ne présente aucun disque sur les 
domaines D;, on a 


ie 
Los, 
h 
A étant une constante dépendant uniquement des domaines Det que nous 
avons évaluée, lorsque ceux-ci sont circulaires, convexes ou réduits à des 
points. 


(1) D'après [A], p. 181-182 et 188-191 pour les paragraphes 16 à 22 de ce Chapitre. 
Nous avons de plus donné des estimations de À et précisé les propriétés des fonctions 
véritablement transcendantes (qui interviendront dans la suite de ce travail ). 
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Le théorème A nous conduirait à l'inégalité analogue 
(D) ye f, _ »(Do) 3 
vi(D; v(D; 3q—2L 
—— — - =e 
2 S 2 Oia: )< LUS 
i= i=1 


17. Placons-nous, de nouveau, dans les conditions du théorème 
fondamental et supposons que tous les disques de la surface = situés 
sur le domaine D; aient u.; feuillets au moins; on a alors 


n(Di) <= n(Di) $5 S(D); 
et d’autre part, (§ 11), 


S(D;)<S + Re 


I 
AnS; 


en désignant par 47S, l’aire du domaine D,. D’après le théorème précé- 
dent, nous avons donc 


1 one A 15 
DE (14 ran s)|<2+ 7-248 


\ 


soit 
Ff 

4 I I I iy 
Woe) =e age ass 


Étant donnés g>3 domaines D, simplement connexes et disjoints, st 
tous les disques situés sur le domaine D; ont y; feuillets au moins, on a 


I | 


On obtiendrait des théorèmes semblables si, au lieu de fixer la borne 


seve n(D;) : pre n(D;) 

inférieure yu; de FD) OF fixait une borne inférieure de FD) °U 
: 5 D, ,: a 

de (Po ou bien encore de >”. Dans cet ordre d'idées, on peut 


p(Di) P(Di) 
obtenir des théorèmes analogues a partir du théorème A. Par exemple: 


Étant donnés q>3 domaines D; sati faisant aux conditions du théo- 
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18. Une remarque trés importante doit étre faite sur la forme des 
bornes inférieures obtenues pour & dans les deux théorèmes précé- 


dents. Ces bornes sont loin d’être précises; en particulier elles s’éva- 
nouissent lorsque l’un des domaines D; se réduit à un point a;. Mais il 
apparait aussitôt que si les hypothèses des deux derniers théorèmes 
sont remplies, elles le sont a fortiori lorsqu'on agrandit les domaines D, 
jusqu’à être des domaines D; satisfaisant encore, suivant le cas, aux 
conditions du théorème fondamental ou à celles du théorème A. Dans 
chaque cas particulier on choisira les domaines D; de façon à obtenir 
la borne la plus grande possible. Pour l’un et l’autre théorème on 
obtiendra ainsi 


( 1 1 
>): DCE): 
ed \ Hi Pi 

et 3g à 3 <~ 

I Md o =D, a 
EL LS EE 
(9 ) 4T wad S} On Qt wd Si 


(ui seront toujours positives, même si certains domaines D;se réduisent 
à des points. En particulier, on peut donner, en fonction de à, seul, une 
estimation de la première de ces bornes lorsque les domaines sont 
circulaires ou convexes et de la seconde dans tous les cas. Faisons 
complètement ce dernier calcul. Il suffit d'agrandir chaque domaine D, 


Oy : 
d’une bande de largeur 8 — où 0 est un nombre compris entre o et 1. 


Le dénominateur est alors inférieur à 


wl Go 


AT ee Gone | = RE q 
dy (1— 9) syd ape ory 2 d9(1— 0) aes 9 % 2 /sin 7/6 \? 
ar a ir 4 ( 7/6 
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En donnant à 4 la valeur 2/3 on trouve que cette dernière paren- 


A . , . Et f 
thèse est inférieure à (= + ai = 49. Dont, 


Etant donnés q2 3 domaines D; satis faisant aux conditions du théo- 


SEEN de D s a BS : È : 
reme À, st v¥(D;) > wr(D;), c'est-à-dire st v,(D;) > (: = =) v(D;), on a 
| ry 
I ) 
4 0: I 
— > a N (3 a = 2 
S 474 | 2 Li 
a | 
Lorsqu'on connait autre chose que ¢, sur les domaines D,, on peut 
améliorer cette borne inférieure. On obtient de même le théorème 
suivant : 


Etant donnés q23 domaines V; simplement connexes et disjoints, 
certains de ces domaines pouvant être réduits à des points, st tous les 
disques situés sur le domaine D; ont v.; feurllets au moins, on a 


h! étant une constante dépendant uniquement des domaines Vj; et que 
nous savons évaluer lorsque ces domaines sont circulaires ou convexes. 


Un cas particulier important de ces théorèmes est celui où tous les 
domaines D; sont réduits à des points q;. 


Étant donnés q 23 points a;, si tous les points de la surface Ÿ situés sur 
le point a; sont des points de ramification d'ordre au moins égal à pi—1, 


onda 


ARS een . s i i L 
Les théorèmes précédents conduiront à une borne inférieure de = 
= \ Abies 
Sy ba se 
chaque fois que 3 (1 aie) > 2. Cela se présentera, en particulier, 
si g—5 (puisque u,22) dans le cas d’une surface © dont tous les 
disques situés sur les domaines D; sont multiples ou bien dans le cas 


14% 
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d'une surface 2 complètement ramifiée sur les points a;. Cela se pré- 
sentera encore si g — 4 dans le cas d’une surface © n’ayant aucun 
disque sur un domaine D; et dont tous les disques situés sur les trois 
autres domaines D; sont multiples, ou bien dans le cas d’une surface x 
ne recouvrant pas un point a; et complètement ramifiée sur les trois 
autres points. Ou bien encore si g —3, dans le cas d’une surface & 
n'ayant aucun disque sur deux domaines D; et dont tous les disques 
situés sur l’autre domaine sont multiples, ou bien dans le cas d’une 
surface X ne recouvrant pas deux points a; et complètement ramifiée 
sur l’autre point, etc. 


Applications aux fonctions méromorphes, 


19. Soit une fonction += f(z) méromorphe dans le cercle | |< R<oo. 
Nous allons appliquer les résultats précédents à la surface de 
Riemann £(r) décrite par w lorsque z décrit le cercle |s|<r< R. 

En posant 3 = pe, nous avons 


à I S |" (a).P 
S en mise 
Me crop 


ME scope (il 


ID =D le Ate, 
(r) ab rds. 


De la premiére de ces deux relations nous déduisons 


ALT f" lp) 2 a 
ai SET: (EB fits)? VE 


| Et l'inégalité de Schwarz 


RCI à te lw! (s) [2 on 
—— de |< TE MAS RE Re : 
@ er | RS) IF We x PE AU do 


(1) L'(r)<8r?r —. 


entraine 


Cette relation sera fondamentale dans toute notre étude. Elle montre 
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que, lorsque R = >, la fonction L(r) est négligeable devant S(r) (' ), 
sauf peut-être sur des intervalles exceptionnels A, de r. En effet, les 


1 
: j 2+€ 
intervalles A,, dans lesquels L(r) > S(rŸ , où e est un nombre 
positif arbitraire, ont une mesure logarithmique totale finie; car 
l’inégalité (1) entraine, dans ces intervalles, 


d'où 


20. Le théorème fondamental se traduit donc par les inégalités 


q 


DP (Dy) > (q — 2)S(r) — S(r) 


ÈS | 


1 c 
SE 
? 


q i à 
Dra) >(g—2)S(r)—S(rŸ , 


f=} 


vérifiées pour tous r sauf, peut-être, sur des intervalles exceptionnels 
de mesure logarithmique totale finie. 

La dernière relation (cas particulier où tous les domaines D; sont 
réduits à des points a;) doit être rapprochée du second théorème 
fondamental de Nevanlinna d’après lequel on a (?) 

4 
DCE ai) > (gq — 2)T(r) — Of[logrT(r)] 


il 


sauf sur des intervalles exceptionnels. Mais, on ne peut déduire ce 


(') Nous supposons ici que S(r) +. Si S(r) est borné la relation (1) montre que 
L(r) +0, sauf peut-étre sur des intervalles exceptionnels de mesure logarithmique totale 
finie. La proposition annoncée est donc encore vraie, ainsi que les théorèmes que nous 
allons en déduire. On sait d’ailleurs que, dans ce cas (cf. R. NEvANLINNA, Ouvrage cité), 
la fonction «w = f(s) est une fraction rationnelle de degré d; donc la fonction S(r) tend 
vers d, et L(r) tend vers zéro sans intervalles exceptionnels. 


(2) Nous utilisons les notations classiques 


(Ge) =f S(r) ai et N(r,a) = [n(r, a) — n(o, a)] s + n(o, a) logr. 
1U 


0 
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théorème de notre dernière relation; et l'inverse, non plus, ne peut 
étre fait. De plus la proprieté relative aux domaines D; apparait comme 
une extension qui n’a rien d’équivalent dans la théorie de Nevanlinna. 


21. Nous allons maintenant démontrer le théorème du défaut. Nous 


à + NN SNL ¢ 
aurons seulement besoin de la propriété lim 5 —0. Elle aura lieu dans 
r>k 
les cas, et dans ces cas-là seulement, où l’on n’a pas pour toutes (") 


les valeurs de r 
(2) L(r) >eS(r) 


où ¢ est une constante positive. Si cette inégalité était satisfaite, nous 
aurions [en utilisant (1)| 


ds 
I STAR 
r > e S?” 


is OW intégrant entre r et R, nous obtenons 


AS 2 ol a I je I 
© pe ase? | Sane TS Ry 2) Scr): 
Soit encore 
(3) Tr wot 


relation très importante, dont nous tirons, pour l'instant, la consé- 
quence suivante : 
St R = 0, ou bien si R << avec limS(r)(R—r) =o (*), ona 


r>R 


(1) On peut en effel envisager toutes les valeurs de 7, car, à condition de choisir la 
constante € assez petite, la relation précédente est vérifiée au voisinage de r =o, done 
pour rSR—<«'; et, d'autre part, elle est encore vérifiée pour R — << 7 <R, d'après la 
définition même de la plus petite limite. 


(2) On a, en effet, lim S(r)log = = 


Remarquons de plus que la 
r>R 
condition lim S(r)(R— r) = est satisfaite en a me lorsque lim LION — co, 
r>R PR log 
-“R—r 


car, Sinon, on aurait S(r) = O |i A d’où, par intégration, T(r) = 0 [log 7 I | : 
—r 
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Introduisons, avec Ahlfors, les quantités 


OUT = Tim DD Lin 
SRE > ae 
: AID 
pba ess lin Chee 
r>R S 
2 (1); 
D Sn et, 
r>k 


L'indice de ramification 0'(D;) du domaine D;, est positif ou nul; son 
défaut ¢'(D;) et la quantité @'(D;) sont compris entre zéro et un 
d’après le théorème du recouvrement; et nous avons de plus 


ED) =. 0° (.D;) SOC Dist. 


Les mémes definitions s'appliquent encore lorsque les domaines D, 
sont réduits à des points; mais alors la théorie précédente ne permet 
plus d’affirmer que les quantités 0’(a;) et @'(a;) et le défaut 2(a;) 
sont positifs. 

On en déduit immédiatement (§ 16) le 


Tuéorème. — Si R = <x, ou bien si RC x avec limS(r)(R—r) =x, 
r>k 


ona 
LT a 
DCE >: 
donc, a fortiori, 
| re | 
DICAUNEE el NX G1) Y 3 Dao 
d'où 


VS 5 
N 0 ED; <<, 
dd za 


Ces relations sont encore satrsfartes lorsque certains domames VD; se 
réduisent à des points. 

S'il n’y a pas de disque sur un domaine, le défaut de celui-ci est 
égal a l’unité; donc : 

Dans les hypothèses du théorème précédent, il y a nécessarrement au 
moins un disque sur l’un de trois domaïnes simplement connexcs et 
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disjoints. En. particulier, tl existe au plus deux valeurs non prises par 


la fonction w= /(2). 


Remarquons que, si nous écartons.le cas où w= f(z) est une frac- 
tion rationnelle, S(r) tend vers l'infini et par conséquent le théorème 
ci-dessus peut s’énoncer sous une forme plus précise, car, dans ces 
conditions, le défaut d’un domaine est égal à l'unité lorsqu'il n’y a 
qu'un nombre fini de disques sur ce domaine. Et alors, il y a une 
infinité de disques sur l’un de trois domaines simplement connexes et 
disjoints; et en particulier il existe au plus deux valeurs non prises 
une infinité de fois par la fonction «= f(z) [théorème de Picard (')]. 


22. Nous obtenons de même ($ 17) le théorème des domaines. 


THÉORÈME. — St Roo, ou bien siR <> avec limS(r)(R—r) = ©, 
r>R 


et st l’on a q23 domaines D; simplement connexes et disjoints, dont 
certains peuvent étre réduits à des points; st, de plus, tous les disques 
sttués sur le domaine D; ont u; feurllets au moins, ona 


if 


Stan 


tA 


La méme relation s'applique, en particulier, au cas de q points a, 
lorsque le point a; n'est recouvert que par des points de ramification de 
la surface de Riemann d'ordre au moins égal à u;—1 (?). 


Nous pouvons faire encore la méme remarque. Si nous écartons le 


(1) É. Picarn, Sur une propriété des fonctions entières (CR. Acad. Se., 88, 1879, 
p. 1024). 

(2) Cf. C. Caratugopory, Sur quelques généralisations du théorème de M. Picard 
(C. R. Acad. Sc., VM, 1905, p. 1213-1215). P. Monten, Sur les familles normules de 
fonctions analytiques (Annales de Ecole normale, 32, 1916, p. 223-302). Farou, 
Remarques au sujet du théorème de M. Picard sur les fonctions entières (Comptes 
rendus des séances de lu Soc. Math. de France, 1920, Pas): 

Les auteurs précédents supposent que les racines de f(z)—«;=0 ont toutes des 
ordres de multiplicité multiples de p;; les ordres de multiplicité au moins égaux à uw; 
ont été considérés pour la première fois par G. VauiRON., Lec/ures on the general theory 
of integral functions (Toulouse, 1923), p. 74-78. : 
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cas ou w= f(s) est une fraction rationnelle, le théorème précédent 
s'applique avec l’hypothése moins restrictive dans laquelle tous les 
disques situés sur le domaine D,, sauf peut-étre un nombre fini d’entre 
eux, ont uv; feuillets au moins et l’hypothése correspondante relative 
au cas où les domaines D; se réduisent à des points a;. 
Cas particulier. — SiR—, ou bien si R< avec 

lim S(7)(R—r) =», 

r>k 
uy a au moins un disque simple sur l’un de cing domaines simplement 
connexes et disjoints; en particulier w = f(z) ne peut présenter plus de 
quatre valeurs complètement ramifiées. 

Si, de plus, la fonction w= f(s) est véritablement transcendante, 
il y a une infinité de disques simples sur l’un des cing domaines et, 
en particulier, «= f(z) présente au plus quatre valeurs ramifiées 
complètement, sauf peut-être un nombre fini de fois. 

Si la fonction «= f(z) ne prend pas une valeur a, on a u(a)—«, 
et la proposition s'applique avec trois domaines (laissant le point a a 
leur extérieur) et deux valeurs complètement ramifiées. Pour les fonc- 
tions ne prenant pas deux valeurs a, et a, (fonctions nécessairement 
transcendantes dans les hypothéses faites), il y a une infinité de 
disques simples sur un domaine simplement connexe laissant les 
points a, et a, à son extérieur; et il ne peut exister de valeurs 
ramifiées complétement, sauf peut-étre un nombre fini de fois. 

23. Au début de ce chapitre nous avons du exposer un certain 
nombre de résultats figurant dans le Mémoire d’Ahlfors. Dans la 
suite de ce travail nous allons indiquer les extensions que nous avons 
obtenues. 

Revenons, tout d’abord, au théorème du défaut. Introduisons les 
quantités 


1) : = PCD: 
i See! eo y= in ; ee 
r > PSR 
EN ); 
8(D)=1— Tim 28, 
r>n 
N, (Di) 
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où P(D;), N( D;), N(D;) et N,(D,) sont respectivement égaux à 


F 5 r À | dr Ise d. 
sh pb) TL; f nase! ip n (Di) — et fF (DD + 
0 0 209 vo 
Ces définitions s'appliquent encore lorsque le domaine D, est 
réduit à un point a, ('). Elles coincident alors avec les définitions 
du défaut et de l'indice de ramification de Nevanlinna. 


Nous avons 


Le seul cas intéressant est celui où T(r)->æ. Les quantités 
introduites sont alors, pour un domaine D; réduit à un point 4; 
comprises entre zéro et un d’après le premier théorème de Nevanlinna. 
Il en est encore de même pour un véritable domaine D,, ce théorème 
donnant par une intégration 


donc ê(D;) > o. Il apparait, ici encore, que les théories de Nevanlinna 
et d’Ahlfors se complètent, sans qu'aucune des deux puisse conduire 
à tous les résultats. 

Nous allons maintenant établir le 


24, THÉORÈME. — SR — x, où bien siR < x avec lim T(r)( R—r) = 0%, 
r>k 
ona 


NV 0,(D,)<». 
a < 


donc, a fortiort, 


> ODS» et DAY) +P (D); 


(li La définition de toutes ces quantilés X(7 = oh (ry, où 
: cee) = x7 où r(r) e 
) i, (RS pet (r) est une 
fonelion croissante, ne peut plus s'appliquer lorsque x(0) < 0. S'il en est ainsi, on pose 
2 
= 


X(r) = [ [r(r)—-r(o)] ss + .r(o) logr. 
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d'où 


SY 5(D;)< 2. 


Ces relations sont encore satisfaites lorsque certains domaines 1); se 
réduisent à des points. 


Ce théorème, qui est dans une certaine mesure (') une extension 
du théorème du défaut de Nevanlinna, est distinct du théorème du 
défaut d’Ahlfors (§ 21 ); en effet, si l'hypothèse est un peu plus restric- 
tive ainsi que nous l’avons déjà vu, la conclusion est plus précise, car 


dN,(D;) 

NID ele ae 
PDs in ees = = 5'(D;); 
2 Pe et 

ar 


et de méme 
3(D,)>8'(D,): @(D,)>@(D,) et  @,(D;)>@'(D;). 
Pour faire la démonstration, revenons à l’inégalité fondamentale 
q 
> p(D)2(9 — MCS == iB) 
ET 


En intégrant, nous obtenons 


: A a dr 
S P(D)2(9— 2B gee Boe ayh f La 


Æ 0 
jm | 


D'autre part la relation (1), jointe à l'inégalité de Schwarz, nous donne 


I 4 : 2 à ve 1 Gi = 
il Loy | Slog” f Ler) <8228(r)log_. 
2 if Fe de r ly 


0 0 


(1) Le théorème de Nevanlinna s’applique seulement aux points et non aux domaines. 
Mais son hypothèse est différente [R = x 01 R <= avee limT(r)/log (1/R —r) = x]. 
Sous cette dernière hypothèse, on a probablement encore les conclusions de notre 
théorème. 


216 JACQUES DUFRESNOY. 


Et, par consequent, nous avons 


q id 


SP (Di) 29 —2)T(r)— Of\ S(r) logr |: 


et notre théorème sera démontré si nous prouvons que 


S{r)loer Je 


lim Tr) 


r>k 


Or, si cette propriété n’était pas vérifiée, nous aurions, pour r suffi- 
samment grand, 


S(r) log? _— 
tu 
soit 
aT 


et, par intégration, 


ce qui est en contradiction avec les hypothèses du théorème ('). 


25. On peut aussi préciser le théorème du paragraphe 22. En effet, 
d’après le calcul effectué dans le paragraphe 21, 


St w= f(3) est méromorphe dans | 3: <R et satis fait à la condition 
suivante : 


(Condition C) id existe g23 domaines D; simplement connexes et 
disjoints, dont certains peuvent être réduits à des points et à chacun 


Ay . à 1 
desquels est associé un entrer vu; avec >) (: — . > 2, tels que tous les 
L 


disques de la surface de Riemann décrite par w — f(z) et situés sur D, 


(1) Le même raisonnement permet d'établir que, lorsque R = +, le terme complé- 


mentaire est inférieur à « ÿT(7)logT(r), sauf sur un ensemble exceptionnel A, de r pour 
lequel on af dloglogr <x. Cf. À. Dincuas, Fine Bemerkung zur Ahlforssche Theorie 
A 


r . 
der Ueberlugerungsflichen (Math, Zeitschr., 4, 1939, p. 568-572). 
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aient v.; feuillets au moins ; 
alorsonaR< + et 


—~ 
Cs 


S(r) log — < 


où h’ est une constante dépendant uniquement des domaines D, et que 
nous sacons évaluer. 


La condition C peut être remplacée par l’une des quatre conditions 
suivantes plus restrictives : 

(Condition C, ) w= f(s) ne prend pas trois valeurs distinctes ; 

(Condition C, ) elle présente cing valeurs complètement ramifiées ; 

(Condition C,) la surface de Riemann ne présente aucun disque sur 
trois domaines simplement connexes et disjoints ; 


(Condition C,) elle ne présente aucun disque sumple sur cing domaines 
simplement connexes et disjoints. 


Par exemple, pour une fonction ne prenant pas trois valeurs, on a 


et, en particulier, pour la fonction modulaire définie dans |3|<t et 
ne prenant pas les valeurs 0, 1, 2, nous avons 


72 
I 
log - 
F 


SP se 


26. Remarquons que les bornes ainsi obtenues pour S(r) sont loin 
d’étre précises au voisinage de ro, où S(r)est un infiniment petit 
du même ordre que 7’. Nous verrons dans le chapitre suivant qu'à 
partir de (3) on peut obtenir une inégalité plus stricte donnant une 
borne supérieure ayant un ordre de grandeur convenable au voisinage 
de r =o. On pourra en déduire une limitation de la dérivée à l’origine 


: RTE CI). eth Se ‘ 
et une borne supérieure de T(7) =" S(r)-, > ce qui était impossible 


avec l'inégalité (3) non améliorée. 
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CHAPITRE Ill. ~ 


AUTRES APPLICATIONS AUX FONCTIONS MEROMORPHES. 


27. Nous allons d'abord démontrer le lemme suivant, qui nous 
sera utile dans la suite ('). 


. 


Lemme. — Si l’atre sphérique décrite par la fonction w= f( 2) méro- 
morphe dans le cercle 3 <r est 478, 47, l'aire sphérique 478 
décrite par sv, lorsque z décrit le cercle z <r<r,, satis fait à l'inégalité 


( | f'(o) | a : So 
1+! f(o)P/ Tri i—S$S 


(') La même méthode donne une démonstration, que nous croyons nouvelle, du 
théoréme bien connu : 


‘Si Paire plane décrite par la fonction w= f(s) holomorphe dans le cercle 3, < ro 


est Xo, l'aire plane A décrite par w, lorsque s décrit le cercle 3° <r <r. satisfait à 
l'inégalité 

Al 

r= ae 1 


Dans le cas limite r = 0, cetle relation devient 


Bi AT 
rg 


En effet, A(r) étant la longueur du contour de la surface de Riemann plane, on 
‘émontre, exactement comme on l’a fait pour (1), que 


D'autre part, pour un feuillet, on à 25 2 47 Ay: d'où Von déduit 222 {x À. Et en utilisant 


rentre | . PAUL à 6 
Pinégalité précédente on obtient » A <r a » qu'il suffit d'intégrer entre r et ro. Le pas- 


sage à la limite est immédiat. 
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Ce lemme se déduit de l'inégalité 


, as 
(1) LAC Seer —— 
= "ar? 


que nous avons déjà employée. D’autre part, nous avons établi (§ 3) 
que, pour un feuillet, ona 
TO TS) ESS} 


Nous en déduisons 


> 12), 1672 Sy (1 — S,) =162" SS, — 167 Ÿ S2. 


Puisque L— EL, et S—ES,, il vient L?> XL; et S?2ES?; donc, pour 
une surface de Riemann à plusieurs feuillets, on a encore 


L?>167°? S(1—S). 


Et, en tenant compte de l'inégalité (1), 


d’où 


ce qui démontre la première partie du lemme. Le cas limiter —os'en 
déduit immédiatement en remarquant que S est infiniment petit 
avec r et a pour partie principale 


1 >| f (0) res 
- —+_—. | zr’. 
17 i+ Fo) 


L'inégalité du lemme se transforme en égalité lorsqu'il en est ainsi 
8 q 
pour toutes les inégalités utilisées dans la démonstration; c’est-à-dire 


lorsque la surface de Riemann E(r) est constituée par un seul feuillet 
en forme de calotte [L'—167°S,(1—S,)] et que _/ __ est constant 
\ i+ ii = « 


pour z =const. [égalité (1)|. Cette dernière condition revient à dire 
que les calottes X(r) doivent être concentriques. Cela a lieu dans le 
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cas, et seulement dans le cas, où 


(NOES eS 
KS 
I—) (y= 
(vy et A étant des constantes arbitraires. 


28. Remarque. — Connaissant | f(o)|,7, et S,, le lemme nous donne 
une borne de | /‘(o)|. On peut aussi obtenir des bornes pour les 
dérivées d’ordre supérieur. Pour le montrer, nous allons supposer 
que f(o) est nul, cas auquel il est toujours possible de se ramener par 
une transformation homographique de la variable 4: se traduisant par 
une rotation sur elle-méme de la sphère %,('). Effectuons sur la 
variable 3 la substitution 


t= + ——, Cee <r), 
qui conserve le cercle de rayon r, centré à l’origine et transforme la 


fonction /(z)en une fonction F(t) = /(s)a laquelle nous appliquons 
le lemme; cela nous donne 


| Fo) ager I = 
For) See ey, 


Or, aux points correspondants zs =z, ett =o, ona 


ux tide 


ri, — | 50 |? 


ro Do 
i eats i 
ro — | 50|? 1 — So 


Soit alors 8 un nombre quelconque compris entre o et =: Les valeurs 


wae à ae So sear 
de w= f(z) correspondant à | Sr, thoy /——= sont done situées 
— 0 


Il en résulte que 


HEA So) | 
r+ | f(50) |? 


WA 


lA 


© 


È 


() On trouvera des précisions sur ce sujet dans un article qui doit paraître prochaine- 
ment dans le Bulletin des Sciences mathématiques. 
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dans la calotte ayant pour centre l'origine et pour rayon sphérique 
roth 0 Se 
so Soe ESS d 0 
2 > = 2 
0 ea |e 1— So P 
Autrement dit, nous avons | /(z)| < tang@ et par conséquent 
| f'7) (0) | 1 tang 0 
P ro th? 6 1-5, 
So 
Nous choisirons, par exemple, 0— 7 si S,>- et b= Fy / si 
4 = 2 4 | Nees ‘Sh 
5 I : . 
S,£ ,; nous obtiendrons ainsi 
Faw es’ Ha 5 _\’ 
p! 73 ,T rh eS 
th/ 7 
avec 
a : 1 > . I 
k= pr sh S025 et = Oe cst SoS 5° 


Cette remarque permettrait d’introduire dans les théorémes | et 
Ibis (§ 30 et 36), à la place de la dérivée sphérique à l’origine, une 


expression ne dépendant que de | f(o)| et | f{/'(o)|, comme cela se 
fait habituellement pour le théorème de Landau. 


Premier groupe de théorèmes. 


29. Dans le chapitre précédent nous avons montré que si w= f(z) © 
P P q ; 


est méromorphe dans |z|< R et satisfait à la condition C (§ 25), nous 
avons R< et 


; : R 82h’? 
(3) S(r) log = < 


Cette relation nous permettra de trouver une borne supérieure de R, 
si nous savons de plus que, pour 7=7), on a S >S,; nous obtenons 
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alors 
87h” 


Ou bien encore, si nous savons de plus que, pourr >r,, onaL >L,, 
car la relation (1) intégrée entre r, et r nous conduit alors à l'inégalité 


L? > 
SUD > Tr 108 6 


ro 


qui, jointe à (3), entraine, après avoir choisi r = VRr,. 


ny R Ze 167? h” 
te L, 


Mais la relation (3) est trop peu précise pour donner directement 
une limitation de R à partir de f(o) et de f’(o). Nous allons améliorer 
la relation (3) en utilisant le lemme démontré au début de ce chapitre. 

Déterminons r, par la relation 


R 
log a 1677 hh". 


Nous avons 
i R 
S(r) log = <8r*h”, pour 7 on; 


donc, en particulier, S(r)< ; et, d’après le lemme, 


SU , pour r<ry: 


P+ re 
relation plus précise que (3) dans son domaine d’application. Sans 
trop nuire a la précision, nous pouvons rassembler ces deux résultats 
dans une seule expression très simple. Si r,>< r<R, nous avons, 
d’aprés (3), 
8rh” Vf 7? 
S ————————— 15673"? 
a Ress Lis R = 2(R—r)° es 
R/ro—1 8 ro 


ens. 


tandis que, sr<r,, 


r? pr? 

S ( r) <= = = es2Th'? < 52714" 

I= ph woe 
Pat eat 2 
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Finalement, quel que soit >< R, nous avons 


9 


(3') S(r) < 


RER PRIMES 

relation moins précise que (3) au voisinage de r= R, mais beaucoup 
plus précise au voisinage de r=o. En passant à la limite pour r = 0, 
cette relation nous donne 

(4) FAO] 
r+ | f(o)f° 


30. Nous obtenons ainsi le théoréme suivant : 


<4 e16ra"t 


THÉORÈME I. — Sv la fonction w = f(s) est méromorphe dans |3|<R 
et satis fait à la condition suivante : 


(Condition C) i existe g23 domaines D; simplement connexes et 
disjoints dont certains peuvent étre réduits à des points et à chacun 


desquels est associé un entier u.; avec Le 2, tels que tous les 
q ie ; nF ’ q 


disques de la surface de Riemann, décrite par = f(s) et situés sur D,. 
arent p; feuillets au moins: 
alors on aR<® et 
(o)] 167?h"? 
Hi 


où h’ est une constante dépendant seulement des domaines D,. 


Ce théorème contient en particulier les propositions suivantes (') : 


(+) Sous sa forme générale, ce théorème est nouveau. Les cas particuliers suivants 
étaient déjà connus : | 

(Ca) cf. E. Lanpau, Über eine Verallgemeinerung des Picardschen Satz. Berlin. 
Sitzgsber, 1904, p. 1118-1134. 

Théorème de Bloch [compris dans (C,)]. Cf. A. Biocu, Les théorèmes de M. Valron 
sur les fonctions entières et la théorie de l'uniformisation (C. R. Acad, Sc.. t. 178, 1924. 
p. 2051). 

Théorème des trois cercles de Bloch [compris dans (C) : domaines D;= trois 
cercles (u = 2) et le point à l'infini (u = æ)]. Cf. A. BLocu, Quelques théorèmes sur les 
fonctions entières et méromorphes d'une variable (C.R. Acad. Sc., t. 181, 1925, p. 3123). 

(C3) et (C;) avec six domaines au lieu de cing. Cf. L. Autrors, Sur les domaines dans 
lesquels une fonction méromorphe prend des valeurs appartenant a une région donnée 
(Acta Soc. Scient. fennicæ, Nova series 4. 1. IT. n° 2, 1933). 


Va 
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(C,) Sus = f(z) ne prend pas trois valeurs distinctes, on a 
36 7? 


| f'(o)| 54 
NON 


(c’est le théorème de Landau). 
(C3) Siw = f(s) présente cing valeurs complètement ramifiées, on a 


nr Rees 


East fo) 


(C3) St la surface de Riemann décrite par w= f(3) ne présente 
aucun disque sur aucun de trois domaines simplement connexes et 
disjoints, on a 

R i f'(0) | 


: = <a ere, 
I+ | I( 0)? 


(C,) St la surface de Riemann décrite par = f(z) ne présente 
aucun disque simple sur aucun de cing domaines simplement connexes 
et disjoints, on a 

NW Pp. 
J (o)l — < est 
nee J Core 
(généralisation du théorème de Bloch). 


31. Nous pouvons tirer encore d’autres conséquences de la rela- 
tion (4). En effet, la transformation homographique de la variable 


R2(4.—i¢ 
es terse 
R? — 35, 
qui conserve le cercle de rayon R centré à l’origine, transforme la 


fonction f(z) en une fonction F(t)= f(z) satisfaisant à la même 
condition C; par conséquent 


PE 4M er 
re | Foye “ , 


Or, aux points correspondants z =z, ett—o, ona 


la dernière relation s'écrit donc encore (en remplaçant la notation z, 
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par la notation =) 


LAC) | R et"? 
Re 


Nous obtenons une limitation de la dérivée sphérique de la fonc- 
tion f(z) méromorphe dans |: <€R et satisfaisant à la condition C("). 
D'où : 


Tueoréme I. — Les fonctions méromorphes dans le cercle |z|< R et 
satis faisant à la condition C du théorème 1 forment une famille normale. 


On peut remplacer la condition C par l’une des ON plus 
restrictives C,; C,, C; ou C, (?). 

Si donc, en particulier, nous avons affaire à des fonctions holo- 
morphes, leur module sera borné dans |3|<r<R par une quantité 
dépendant de rv et de /(o). Nous allons déterminer cette borne 
explicitement. Nous avons 


Y by ‘a 19—9/,"9 
dr Le, r dr er? 2 R2 
T en) Sry) =< cr tle eS = — log ne aD 
à 1 hee 2 R= 72 


et nous savons (’) que, pour = =r<ocR, 
! CTT. ———— 
log | f(=) <—[Vig) + logyi+ | fle], 


ce qui entraine, en choisissant o =yrk, 


| Te 2R 3274"? | yo" 
ARRET NT SR 


À apie log (4 +) f(o) |: 


(4) Dans un premier exposé de la question (C. R. Acad. Se., t. 212, 1941, p. 595), nous 
avions utilisé une méthode un peu différente qui nous avait conduit tout d’abord à cette 
limitation d'où nous avions déduit celle de S(r). 

(2) Pour les cas particuliers : 

(C1) cf. P. Moxrez, Sur les Janulles normales des fonctions analytiques (Anan, de 
Ec. Norm., t. 32, 1916, p. 223-302). 

(Valeurs ramifiées) cf. G. Vatiron. Sur les fonctions méromorphes qui admetient des 
valeurs quasi exceptionnelles (Association francaise pour l’avinrement des Sciences. 
1926, p. 82). 

(C3) et (C,) avec 6 domaines, cf. L. Antrors, Sur les domaines dans lesquels... (ouvy. 
cité). 

(3) Cf. par exemple R. NEVANLINNA, ouyr. cilé. 
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On obtient. un résultat meilleur en utilisant les deux bornes 
supérieures de S(r) (§ 28). Cela conduit à 


T(r) < logs +87 ch log 16x" — log los | si >Re 


et à une autre limitation pour les petites valeurs de r. D'où une borne 
supérieure pour log|/(s)| plus précise que la précédente et que l’on 
peut écrire (') 


2R i Boca 3 , 
log | FC) < | 18" h log TR ce + loza(1+| f(0)#)]: 
Taéorème III. — Nous aurons une telle limitation pour le module 


d'une fonction w = f(z) holomorphe dans le cercle | z|< R et satis fat- 
sant à la condition suivante : 


(Condition C) cl existe g>2 domaines D, finis, simplement connexes 

et disjoints dont certains peuvent étre réduits à des points et à chacun 
# : I 

desquels est associé un entier (2; avec > ( — =) > 1, tels que tous les 

disques de la surface de Riemann décrite par w = f(z) et situés sur D; 


avent wu; feuillets au moins. 


Ce théoréme (*) contient les propositions suivantes dans lesquelles 


la condition C est remplacée par l’une des conditions CC Cons 
Nous aurons une telle limitation si la fonction holomorphe «: = f (3) 


ce) ne prend pas deux valeurs finies (x = =): c’est le théorème 
de Schottky; 


ii ou bien si elle présente trois valeurs finies complètement rami- 


Jiées (ue PE ; 


SS 


(1) d’où, a fortiori, 


2R 


log! f(z) < 2 (1622 h"2)2 
og | f( <q [ros h'2) log & 


à x log2(1--|f(0o) | 


(2) Pour le cas particulier Ci, cf. G. Scuortkx, Uber den Picardschen Satz und die 
Borelschen Ungleichungen. Berlin. Sitzgsber., 1904, p. 1244-1263. Pour Cy et C,, cf. LeAnT= 
rors. Sur les domaines dans lesquels ... (ouv. cité). 
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(es) ou bien st la surface de Riemann décrite par w= f(s) ne pré- 
sente aucun disque sur deux domaines finis simvlement connexes et 
disjoints (k"— h); 

LC.) ou bien si cette surface de Riemann ne présente aucun disque 
simple sur trois domaines finis simplement connexes et disjoints (h'=2h'). 


32. A ce même ordre d’idées, on peut rattacher le théorème de 
Kæbe sur les fonctions univalentes. Soient f(s) une fonction holo- 
morphe univalente, et deux courbes C de la sphére de Riemann, 
fermées, sans points doubles et sans points communs et telles que / (0) 
et oo ne soient situés dans la même région par rapport à aucune de ces 
deux courbes C. Nous désignerons par C, celle des deux courbes C 
qui est la plus voisine de f(o) et par à, le minimum des distances 
de ces courbes entre elles et de ces courbes au point 0. Alors, sz 


pO SF 


DAT CNT NE 

l’une au moins des deux courbes est complètement couverte, donc 
(en raison de l’holomorphie et de l’univalence) la portion de la sphère 
de Riemann limitée par C, et comprenant f(o) est complètement couverte. 
C’est une généralisation du théorème de Keebe, comparable à celle que 
nous avons donnée du théorème de Bloch; mais ici, la généralisation 
est plus apparente que réelle. Retrouvons le théorème de Kœæbe sous 
sa forme classique. Supposons /(o) =o et prenons, comme courbes C 
sur la sphère de Riemann, l'équateur et le parallèle de latitude 45°. II 
résulte de ce qui précède que #.= /(3) couvre | |<1 lorsque 


Ris 0) Fe €» 


Et, après avoir fait R=1, on revient a la forme habituelle (') du 
théorème en multipliant la fonction f par e~”. 


(1) Cf. P. Koss, Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven W (Math. Annal., 
69, 1910, p. 1-81). 

Sur les rapports entre les théorèmes de Landau et Schottky et celui de Kœbe, ra th 
E. Lanpau. Zum Kœbeschen Verserrungssats (Rendi Conti del circolo mat. Palermo, 46, 


Ann. Ec. Norm., (3), LVIIL. — Fase. 3. 30 
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Siw— 3+ a, 3° +... est holomorphe et univalente dans le cercle |3z|<1, 
elle représente ce cercle sur un domaine du plan des w, qui comprend le 
cercle || < k à son intérieur (k = constante de Kæbe). 


Cette démonstration donne une mauvaise évaluation de la con- 
stante k(k>e~"). Mais elle montre que le théorème de Kæbe peut être 
considéré comme une conséquence du théorème de Landau. 


‘ 


33. Une idée voisine de celle qui nous a guidés ici va nous permettre 
de faire une remarque importante sur la constante À du théorème 
fondamental. On ne peut trouver une expression de la constante h qui ne 
fasse intervenir que 6, et les aires des domaines D'ainsi que leur nombre. 
Sinon le théorème fondamental s’appliquerait à des domaines D; 
quelconques, disjoints, dans lesquels on aurait fait des coupures 
assujetties uniquement à les rendre simplement connexes. Considérons 
alors une fonction entière w = f(z) et deux domaines D, et D, disjoints 
situés tout entiers à distance finie. Nous savons qu il existe une valeur 


de r pour laquelle 
S(r)—AL(r)>0; 


il en résulterait que la surface de Riemann X(r), décrite par w 
pour |3/Sr, présenterait au moins un disque sur le domaine D, ou le 
domaine D, fendus de la maniére la plus quelconque qui les rende 
simplement connexes. Supposons que D, et D, soient des couronnes; 
il résulte de l’arbitraire des fentes, que, sur l’une au moins de ces 
couronnes non fendues, il y aurait un « disque » (ici la dénomination 
«anneau » conviendrait mieux). Celle des deux portions de la sphère 


1922, p. 347-348). G. VaLiRON, Sur un théorème de MM. Kebe et Landau (Bulletin 
des Sciences mathématiques, 51, 1927, p. 34-42); Sur les valeurs des fonctions holomorphes 
dans un cercle (C. R. Acad. Sc., 183, 1926, p. 1256-1258). 

Si l’on ne s’oblige pas à rattacher le théorème de Kæbe à celui de Landau on peut 
procéder beaucoup plus simplement en ulilisant uniquement l'inégalité (1) et le lemme 


du $27. En effet, S(R) <1; done, si | «| <1 n’est pas complètement couvert, S(Re—) £a 
D 


d'après l'inégalité (1) en remarquant que L > x dès que S > -- Et, en utilisant le lemme, 
2 


f'(o) | 


on obtient R PO ee <e*. Cela donne d’ailleurs une meilleure estimation de la 
SNe TR 


constante de Kæbe (4 > et = 0,0183...). 
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de Riemann extérieures a la couronne, qui ne comprend pas le 
point 20, serait donc complètement couverte. Si nous choisissons alors 
les deux couronnes D, et D, extérieures à la calotte | |<£1 et séparant 
celte calotte du point +, nous arriverions à la conclusion suivante : 
toute fonction entière = f(3)couvre complètement le cerele |w[< 1. 
Ce qui est manifestement absurde. 


Deuxième groupe de théorèmes. 


34. Dans ce qui précède, nous avons étudié des propriétés des 
fonctions méromorphes caractérisées par le fait suivant : si l’une de 
ces propriétés n’est pas satisfaite on à 

Cette étude peut être étendue aux propriétés dont la non-vérification 
entraine 


(2 bis) L> (St), 


où /, de même que #”, est une constante connue. En utilisant linéga- 
lité (1), on en déduit, par intégration, 


MR 
(3 bis) [S(r) — (los <8n7h”, 


Il en résulte, en particulier, que R = » entraine S(r) < J; cette 
relation exprime que sv = /(z) est une fraction rationnelle dont le 
degré ne dépasse pas /. En reprenant les considerations faites au début 
du Chapitre Il, on est conduit au théorème suivant : 


Tuéorème. — Svs = f(3) est méromorphe dans tout le plan et satis fait 
à la condition suivante : 


(Condition C*) el existe g23 domaines D; simplement connexes et 
disjoints, dont certains peuvent être réduits à des points et à chacun 


à : 10 NUE 
desquels est associé un entier y; avec >» ( — a) > 2, tels que, à Vexcep- 
4 
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tion de d d’entre eux, tous les disques de la surface de Riemann décrite 
par w = f(3) et situés sur D; aient b; feuillets au moins; 
alors w = f(s) est une fraction rationnelle dont le degré ne dépasse 


pas 


Dans ce théorème, d désigne le nombre total des disques excep- 
tionnels, chacun de ceux-ci étant compté une seule fois quelle que 
soit sa multiplicité. 

La condition C* peut être remplacée par l’une des quatre conditions 
suivantes plus restrictives : 


(Condition Cf) #°—= f(s) ne prend trois valeurs distinctes que d fois 
CLIQUE ©); 

(Condition C%) elle présente cing valeurs ramifiées complètement sauf 
d fois en tout (pj,= 2); 

(Condition C) la surface de Riemann présente au total d disques sur 
trois domaines simplement connexes et disjoints (uw; = © ); 

(Condition C*) elle présente au total d disques simples sur cing domaines 
simplement connexes et disjoints ( Ve Ÿ: 


35. Pour obtenir des théorèmes en termes finis ayant la forme de 
ceux de Landau et de Schottky, il est donc bien clair que nous devrons 
faire des hypothèses supplémentaires afin d’écarter polynomes et 
fractions rationnelles. : 

Supposons d’abord que les fonctions w= f(s) ne prennent pas 
deux valeurs distinctes (fonctions à deux valeurs exceptionnelles). 


Nous allons montrer que, pour S(r) > ‘, L(r) demeure borné infe- 


rieurement; nous pourrons alors faire le passage en termes finis 
comme précédemment, mais avec une étape supplémentaire : faire 
, . | s/ ye I I . . 

franchir à S(r) l'intervalle Bs ap Soient a, et a, les deux points 


exceptionnels de distance sphérique ©. Décomposons la surface Yen 
feuillets £, d’aire 47S, et de contour de longueur L,. Ou bien tous les 
feuillets ont une aire inférieure à 27 et alors L,>47S,; d'où 
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L>4rS> 27 >22. Ou bien il existe un feuillet E, ayant une aire 
supérieure a 27; ce feuillet pouvant étre multiplement connexe, deux 
cas sont a distinguer : 


«. Les points a, et a, ne sont pas séparés par le feuillet; alors 
L, > 2¢ et a fortiori L > 23; 

3. Les points a, et a, sont séparés par le feuillet; chacun de ces 
points est alors entouré par une courbe fermée faisant partie du 
contour du feuillet. Mais, dans le contour total de &, il existe deux 
ares qui joignent ces deux courbes fermées. Si donc nous fen- 
dons Ë, le long du plus court chemin joignant les deux courbes 
fermées, nous obtenons une surface Y, satisfaisant aux conditions « et 
dont le contour L, est inférieur à L. Par conséquent L, > 23 et 
a fortiori L'> 20. En résumé : 


St w= f(3) ne prend pas deux valeurs distinctes de distance sphé- 
rique à, on a L(r) > 26 dès que S(r) > - 


On peut arriver à un résultat analogue en faisant une hypothèse 
moins restrictive. Supposons qu'il existe deux domaines D, et D, 
disjoints sur lesquels la surface Ë ne présente aucun disque. Remar- 
quons d’abord que l’on peut agrandir les domaines D, et D, de façon 
à donner dans tous les cas un sens au calcul suivant (même si l’un 
des domaines initiaux était réduit à un point), ou, tout au moins, à 
améliorer la borne obtenue. Soient 47S, la plus petite des aires des 
deux domaines et ¢ leur distance. Nous distinguerons deux cas : 


a. Aucun point de la surface Z ne se trouve sur l’un de ces domaines; 
d’après le théorème du recouvrement, nous avons alors 


L 


= ) donc sss Oree 
GTS 


S < 


8. Il y a des points de la surface © sur chacun des deux domaines; 
dans ce cas, nous avons L > 20. En résumé : 


St la surface È décrite par w= f(s) ne présente aucun disque sur 
. “ee oe 5 % « I 
deux domaines D, et D, disjoints, on a L(r) >L, dès que Sir) > 35 
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en désignant par L, une constante positive ne dépendant que des 
domaines D, et D, et que nous savons évaluer. . 


36. Nous allons étudier les fonctions w—f(3) méromorphes 
dans |z| < R et satisfaisant à la condition suivante : 


(Condition C’) il existe trois domaines D; simplement connexes et 
disjoints, dont certains peuvent être réduits à des points, tels que la 
surface de Riemann décrite par w = f(z) ne présente aucun disque 
sur deux de ces domaines et que tous les disques qu’elle présente sur 
le troisième, à l'exception de d d’entre eux, aient 122 feuillets au 
moins. 


ne sae À d 
Nous avons déjà vu que cette condition entraine Ue a) 
(2 bis) L> 5 (S—0); 
d’où 
ae R 
(3 bis) [S(r) — 2} log — <Brh". 


De plus L(r) > L, dès que S(r) > - Nous allons améliorer la rela- 
tion (3 bis). Déterminons r, par 


re ae TOT” 


Il résulte de (3 bis) que S(7,)<é+ . Déterminons r, par 


x 2 
HA fla 
Th [2 


Pour r compris entre r, et 7,, nous avons 


En effet, supposons qu'il n’en soit pas ainsi; alors pour 9 >r nous 

aurions L(o) > L, et, d’après l'inégalité (1), 

dS(p), 
d 


) 


Li < 8177p 
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intégrons entre ret r,, il viendrait 
r 87? 87? Fe r 
log? < (Sn) — S09] < 5 (- 28 Log r), 


ce qui est en contradiction avec la définition de r,. En particulier, 
1 4 
pourr=7r,, nous avons S(7,)< 


Par conséquent, pour r<r,, S(r) satisfait a 


Nous obtenons ainsi, pour r<r, et pour r,<r<r,, des bornes supé- 
rieures de S(r) meilleures que (3 bis). Nous ne conserverons cette 
dernière que pour r,<r<{R. Sans trop nuire à la précision, nous 
pouvons rassembler ces limitations dans une seule expression très 
simple. 

Sir£r,, nous avons 


! 
2 r? 2 3972h"34+467 — r? 327 2h"3+107 _/ 


MANS 2e ESS € on Li. 


Sir, <r£<r,, en remarquant que L, < 87, 


I : r ju 12 Wes 
. = en ee a 
BAT heer a os Ie <3(=); 


d’où la même borne que dans le premier cas. 
Enfin, sir2ro, 


Srth  S822h’? 3% 
S(r)< (2l+1) - a = cs re 


et l'on arrive encore à la même borne, en traitant cette quantité 
comme on l’a déjà fait(§ 29). 
Finalement, quel que soit r < R, nous avons 
/ 
Serr RTE he 


(3! bis) SUD. La? 


relation moins précise que (3 bis) au voisinage de r=R, mais 
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beaucoup plus précise au voisinage de ro. En passant à la limite, 
pour r — 0, cette relation nous donne : 


a if te) TEEN RI 
(4 bis) T+ 1fto)P Lj. 


Nous obtenons ainsi le théoréme suivant : 
Tagorème I bis. — Sr là fonctions = f(z) est méromorphe dans |z|<R 
et satis fait à la condition suivante : 


(Condition C’) il existe trois domaines D; simplement connexes et 
disjoints, dont certains peuvent être réduits à des points, tels que la 
surface de Riemann décrite par w = f(x) ne présente aucun disque sur 
deux de ces domaines et que tous les disques qu’elle présente sur le 
troisième, à l'exception de d d’entre eux, atent v.22 feuillets au moins ; 

alorsonaKR< @ et 


| f’(0) | ; 167? Ah” 8T° d 


“cie PU ( “1a( i) 
Ver 0 LS 
B, b 


Ce théorème contient en particulier les propositions suivantes (') : 


(C\) Sis = f(s) ne prend pas deux valeurs distinctes et prend d fois 
au plus une troisième valeur, on a 


5 26 72 +2 TPA 

Fy ee 
EA NE 70) 
Bre) | JO? 


(C’est une extention du théorème de Landau.) 


(C,) Sew = f(s) ne prend pas deux valeurs distinctes ct présente une 
troistème valeur ramifiée complètement sauf d fois au plus, on a 


[f'(o)| gs ae = wid = F 
Aelia 4 (y G) 


(C,) St la surface de Riemann décrite par w = f(z) ne présente aucun 


(*) Pour le cas particulier (C,), cf. E. Lanpau, Uber den Pichen Satardsex 
Fiertely, naturf. Ges. Zürich, 1906, p. 252-318. 
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disque sur deux de trois domaines simplement connexes et disjoints, et 
en présente d au plus sur le troisième, on a 


| f' (0) | erent ents 
r+] floyP << " 


het Ly étant deux constantes, dépendant de la position relative des trois 
domaines, que nous savons évaluer. 

(C,) St cette surface de Riemann ne présente aucun disque sur deux 
de trois domaines simplement connexes et disjoints, et présente au plus 
d disques simPLes sur le troisième, on a 


| f'(0) | wa 42416 mL 
Pe Viol i 
37. Comme nous l'avons fait à partir de (4), nous pouvons tirer 
de (4 bis) l'inégalité 
| f"( ) | R ton Hin A mL 
3 1e 9 
r+ | f(s)? R?—|s/? 


Nous obtenons ainsi une limitation de la dérivée sphérique de la fonc- 
tion /(z) méromorphe dans !s|< Ret y satisfaisant à la condition C’. 
D'où : 


Taèorème I bis. — Les fonctions méromorphes dans le cercle 31 << 
et satisfaisant à la condition C' du théorème | bis forment une famille 
normale. 


On peut remplacer la condition C’ par l’une des conditions C,, C,, 
GrouCr( ). 

Si donc, en particulier, nous avons affaire à des fonctions holo- 
morphes, leur module sera borné dans |3|< r<R par une quantité 


(1) Pour le cas particulier (C1. cf. P. MonrTez. Sur les fanulles quis! normuajes de 
fonctions holomorphes ( Mém. de VU Acad. Roy. de Belgique, classe des Sciences. 
ot série, 6, 1922 p. 1-41), et A. Brocu, Swr les fonctions prenant plusieurs fors dans le 
cercle unité les valeurs o et 1 (C. R. Acad, Sc., 179, 1924, p. 954). 


9 
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dépendant der et de f(o). On détermine cette borne comme il a deja 


été fait (§ 31)(') | 


l 
oR 32712 A"? + 16 TI = : 
PROS Li log 


Ty log(1+|/f(0) p| 

Taéorème ILE bis. — Nous aurons une telle limitation pour le module 
d'une fonction w= f(z) holomorphe dans le cercle de rayon R et 
satis faisant à la condition suivante : 


(Condition C’) il eæiste deux domaines D; Finis, simplement connexes et 
disjoints dont certains peuvent être réduits à des points tels que la surface 
de Riemann décrite par w= f(z) ne présente aucun disque sur l’un de 
ces domaines et que tous les disques qu'elle présente sur l’autre, à Vexcep- 
tion de d d’entre eux, aient 12 2 feuillets au moins. 


Ce théorème contient en particulier les propositions suivantes (?) : 


Nous aurons une telle limitation st la fonction holomorphe w= f(z) 
(C2) ne prend pas une valeur finte, et en prend une autre d fois au 


plus 
3 
(a= 55 20): Ia): 


0 


c’est une extension du théoreme de Schottky ; 


(C,) ou bien si elle ne prend pas une valeur finie et présente une autre 
valeur finie ranufiée complètement, sauf d fois au plus 


jee al j= Dey 2 = ad); 
0 


(C,) ow bien si la surface de Riemann décrite par w= f(s) ne 
présente aucun disque sur l'un de deux domaines finis, simplement 
connexes et disjoints et en présente d au plus sur le second (i= ha) 

(C) ou bien st cette surface de Riemann ne présente aucun disque 
sur l'un de deux domaines finis, simplement connexes et disjoints et 
présente au plus d disques simptes sur le second QUESET ARE 2d). 


(1) On pourrait améliorer ce résultat de la même façon que dans le paragraphe 31. 
(2) Four la bibliographie donnée pour le théorème If bis. 
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38. A cet ordre d'idées on peut rattacher aussi un théorème 

de G. Valiron (') sur les fonctions holomorphes dans |z| < R, ne s’y 

annulant pas et dont la dérivée a un module moindre que M aux points 
où la fonction prend la valeur 1. 


Englobons le point 1 dans un domaine D qui est une calotte ayant 
pour centre le point 1 et pour rayon (sphérique) > Soient n' le 


nombre de disques simples et n” le nombre de disques multiples 
situés sur D. D'après le théorème fondamental, nous avons 


+ Sax [$ 2 Le 


Ly Se Se Oy. avec FR — —9 ==) 
Or TRS re OT 37 
et, d’après le théorème du recouvrement, 


non S(D) See hs, avec L 
T 


En éliminant n” entre ces deux inégalités, nous obtenons 


n>S—(2h+h;)L. 


Sur chacun des disques simples, la fonction inverse de # — f(s) est 
holomorphe et nous avons au point 1, centre de la calotte, 


| 7" | M 
I+ |}? 2 


A chaque disque simple il correspond donc, dans le plan des 5, un 
/ — 


. Ne 2 es À 2 a > T wae ghie 
domaine dont l’aire (*) est supérieure a (a) rtang à =a; La 


» 


somme de ces aires devant être inférieure à 77’, nous avons 


Repeat ER (4 
1 > [SO 3 Lor) | 


Recherchons d’abord les fonctions entières (R =< ) satisfaisant 


(‘) Cf. G. VALIRON, Sur les valeurs exceptionnelles des fonctions méromorphes el 
de leurs dérivées (Actualités Scient. et Indust., fase. 570, 1937), el G. VALIRON, Sur un 
critère de famille normale : C. R. Acad. Sc., t. 205, 1937, p. 890). 

(2) Nous appliquons le théorème sur l'aire plane couverte, démontré paragraphe 
note (1), après avoir effectué une rotation de la sphère des « qui amène w = 1 en w= 0. 


DT 
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aux conditions; elles doivent ne pas s’annuler et être d’ordre 2 au 
plus d’après l’inégalité précédente, donc être de la forme 


f(s) — er +bz+c, 


Il faut que les constantes a, b et c soient telles que 
Ar ED 6 —= 0 RE (k = entier arbitraire) 
entraine ; 
9024-5) AM. 
Or, si f ne se réduit pas à une constante, l’équation précédente a des 
racines de module arbitrairement grand. Il faut done et il suffit 


que a=o et b< M. En résumé, les seules fonctions entières répon- 
dant à la question sont de la forme 


où À et uw sont des constantes, la dernière satisfaisant à | 11, << M. | 
Plaçons-nous maintenant dans le cas R< x. Nous avons alors 


LGA | SU) = FR |, 


c'est-à-dire une inégalité de la forme (267s). On en déduit donc la 
relation 


3’ bis) S To wan (2) goers 
(9 OS ee Ra 
À ) (7 << Re Fri f 
qui donne en particulier 
k 167? +) + Suen 
(4 bis) has LOT Ee 
| LENCO si 


Cette relation nous limite la dérivée sphérique à l’origine en fonction 
de M et de R('), mais ne nous permet pas inversement d’avoir une 


(1) lest clair que, dans cette relation. on peut remplacer R par une quantité qui lui est 


inférieure. Cette remarque permet (améliorer (4 bis) lorsque R > = dans) COCAS ON 
M V3 
- Cela montre, en particulier, que la relation (4 bis) ne s’évanouit 


v remplacera R par + 
DA 


3 


pas lorsque R ->2. 
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borne supérieure de R en fonction de la dérivée sphérique à l’origine, 
comme cela avait lieu dans le théorème de Landau (ceci devait néces- 
sairement se présenter, puisque nous avons vu qu'il y avait des fonc- 
tions entières satisfaisant aux conditions du problème). De (4 bis) on 
déduit encore 


| LI b 
(2) Re 
boty (ELA Riz 
Par conséquent, les fonctions holomorphes dans | 3|< Rnes'y annulant 
pas, et dont la dérivée a un module moindre que M aux points où la 
fonction prend la valeur 1, forment une famille normale. 


Ki nous obtiendrons une limitation du module à partir de (3’ bis) en 
employant toujours la même méthode. On a (') 


Je ih 


R sr) amare R 
log f@) < | er) log r— + loëfi+ | f(o) #1]: 


Ces résultats, à l’exception du dernier, subsistent dans l'hypothèse 
moins restrictive d’une fonction méromorphe dans |3|< R dont la sur- 
face de Riemann ne présente aucun disque sur deux domaines disjoints 
et dont la dérivée sphérique a un module moindre que M aux points où la 
fonction prend une valeur fixée extérieure aux deux domaines pré- 
cédents. 

Le dernier résultat, lui-même, subsiste dans le cas d’une fonction 
holomorphe dans |z|<R, dont la surface de Riemann ne présente 
aucun disque sur un domaine fini et dont la dérivée a un module 
moindre que M aux points où la fonction prend une valeur finie fixée 
extérieure à ce domaine. 


(1) Mème remarque que dans la note précédente (à condition de satisfaire à r< KR). 


1€ + 
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CHAPITRE IV 


EXTENSIONS AUX FONCTIONS ALGÉBROÏDES. 


39. Soit w— f(z) une fonction algébroide à v branches définie 
dans le cercle |3|<<R. Lorsque z décrit: le cercle |z|<r< R, les 
points æ décrivent un certain nombre (au plus égal av) de surfaces 
connexes Z, auxquelles on peut appliquer le théorème fondamental. 
Après sommation, il vient 


q 


Sp (Di) > (g —2) (S — AL) — Ÿ (pe +1), 


A 


où 475 et L sont respectivement l’aire totale et la longueur totale 
des contours des surfaces X,. 

Considérons la surface à v feuillets située sur le cercle | z|<ret qui 
uniformise l’algébroide. Cette surface est constituée par un certain 
nombre de surfaces connexes E,. Il y a correspondance biunivoque 
entre celles-ci et les surfaces X,; la caractéristique de deux surfaces 
correspondantes est la méme. D’autre part, nous avons 


PR — VE Pi, 


en désignant par v, le nombre de feuillets de 2), et par v.,, son ordre 


total de ramification. D'où 
Pr I < Pak 
et 


Finalement, nous avons 


q k 
> P(D) >(¢a— 2)(S— AL) — ¢,, 


1= | 


où 6, est l'ordre total de ramification de la surface (non toujours 
connexe) ay feuillets qui uni formise Ualgébroide. 


(a) L'(r)<8ntvr 2, 


, 2 
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40. Dans le cas des algébroides, l'inégalité (1) est remplacée par 


dr 


que l’on établit par la même méthode. En effet, nous avons d’une 
part 


et d'autre part 
|? 
) FF" 


donc 


D'où, par application de l’inégalité de Schwarz, 


Laaseg fem ML EN wl do 

Vil Pa Sater raat T+ file) F 
+ is fs Par CAC PT RTL 
7° 1+ /fi(2)P ay dr 


=A 
Nous utiliserons (1’) comme nous avons utilisé (1). En particulier 
on en déduit aisément le lemme suivant (cf. § 27) : 


St l’atre sphérique décrite pas la fonction w = f(z) algébroide à 
v branches dans le cercle |3|<r, est4 TS <47, l'aire sphérique 478 
décrite par sv, lorsque z décrit le cercle |) <r r,, sasti fait à l'inégalité 


I S I Sh 
FT 


2/N 2/V Er 
PRES TP TES, 


41. D'autre part, nous allons obtenir une borne supérieure de la 
quantité », en introduisant le discriminant A de l'équation entière 
définissant l’algébroïde. Nous supposerons que les coefficients de cette 
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équation de degré v sont holomorphes dans le cercle |3|< Ret ne s’y 
annulent jamais tous simultanément; nous désignerons par A(z) le 
coefficient de «”. Soit s — 3, un point de ramification autour duquel 
se permutent x branches de l’algébroide formant un cycle et prenant 
la valeur w—4, pour 3 =p. Pour ces branches, on a un dévelop- 
pement en série de puissances fractionnaires 


2 1 
W = Wot (4 — 2)" 2 fe = sl. 


[| leur correspond dans le discriminant, mis sous la forme 
s=am fff 


à , “ LT ’ 
des facteurs, en nombre égal a —, s’annulant chacun 


2p 
comme (3 — 3,)*. Au point de ramification considéré, il correspond 


donc, pour le discriminant, un zéro d’ordre au moins égal à 
pQu— 1)2u —1. Le raisonnement précédent s’applique encore si, 
pour z—3,, il y a plusieurs cycles. Le résultat est encore valable si 
pour z— 3, une ou plusieurs branches de l’algébroïde sont infinies; 
on s’en assure sans peine en utilisant les développements en série de 
ces branches, ainsi que du coefficient A. 


Finalement, nous obtenons 
part (A): 
d’où l'inégalité 


4 
(Gs) > p (Di) > (gq —2)(S—AL)—xn(7, A). 


Les 


Celle-ci s'applique, en particulier, lorsques tous les domaines D; sont 
réduits à des points; elle devient alors 


Y 


SY 2 (ai) > (gq —2)(S—hL) —a(r, A). 
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C'est la forme différentielle de la relation connue (‘) 


7 
> N(r, a) > (g — 2)T(r) — N(r. A) — terme complémentaire, 


11 


d’où l’on déduit le deuxième théorème fondamental relatif aux alge- 
broides en remarquant que (?} 


N(r, A) <(2y— 2)T(r) + O0(1). 


42. Etablissons cette dernière inégalité pour avoir une estimation 
de la constante O(1). Nous supposerons qu’à l’origine zo les v 
déterminations de l’algébroide sont distinctes. Nous avons 


Nir, =f log | A (re) | dB — log | A (0) | 


9 


; 27 : : 
aes logn|fi— fio + (290) f 


(] 


| 


log | A (re) | d0 


— log | J if) — (0) — (ev — 2) log | A (0). 


En remarquant que la distance sphérique cordale de /; et /; satisfait a 


es re] = <2 
« Vi+[firyi+ iAP 


’ 


(') Cette relation peut être obtenue très simplement en utilisant la méthode des 
densités d’Ahlfors. Cf. L. Autrors, Ueber eine Methode in der Theorie der mero- 
morphen Funktionen (Soc. Scient. Fennicæ, comment. phys.-math., 8, n° 10, 1935). 


F : : is dr L: ane 
(2) On peut avoir avantage à conserver V(7) =} 03(7) — au lieu d'introduire N(r, A). 
0 
Cf. E. Uttricn, Ueber den Einfluss der Versweigtheit einer Algebroide auf thre Verlver- 
teilung (J. fiir Math., t. 167, 1932, p. 198-220). Par exemple, s’il s'agit de Palgé- 
broide VIB) où f(s) est holomorphe, on a 


oT 


V(r) =(v—) NY, = 6-02 f “Tog! f(2); dd — tog f(0)|| 


i} 


ha, Sa Lf(o) | 
OG free me |: 
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il vient 


N(r, A) < (ay — 2) jsf Lbs i+ 1A) Fao Sos Vi TOP | 


+ (2y —2)N(r, A) — log] ] (ey, 
soit 


(6) NC A)< (ay 2) T(r) — log] | (222). 


Dans le cours du calcul précédent nous avons supposé A(o) # 0; s'il 
n’en est pas ainsi, la relation (6) demeure valable, puisqu’elle est 
invariante dans une rotation de la sphere de Riemann des w. D’autre 
part, en reprenant le calcul, on voit que, si plusieurs branches sont 
confondues pour s=o, on a une relation analogue dans laquelle 


‘6i;(0) \2 ; ; 
We) est remplacé par une autre constante. 


43. Intégrons l’inégalité (5). Compte tenu de (6), il vient 


- , : ‘ à;;(0)\? 
(7) SPO) >(g =a TH) == ay f Lor) + log [I (“4 a 


i=4 
D’autre part, on déduit de (1'), par l’inégalité de Schwarz, 


r dr 2 
ul a. | <8n*y[S(r) — S(r,)]log =; 


0 


donc 


4 
(8) SP (Di) > (gq — 2¥) T(r) — O[VS(r) logr I. 


1 


Cette relation est valable sans restriction. Elle est tout à fait analogue 
à la relation correspondante que nous avons obtenue pour les fonctions 
méromorphes (§ 24). Nous en déduisons donc, de même que nous 
l’avons fait pour ces fonctions, le théorème du défaut sous la forme 
intégrale. 


Pour une algébroide à v branches, si R= x, ou bien siK< x 
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avec limT(r)(R—r)=, ona 
r>R 


done, a fortiori, 
20(D;) <2» et 20(D;) + 26(D;) <2, 
d'où 
> 6(D;) < 2Y, 


Ces relations sont encore satisfaites lorsque certains domaines D; se 
réduisent à des points. 


Ce théorème est une extension aux domaines du théorème du 
défaut de G. Valiron ('). 

En particulier, dans les conditions du théorème précédent, la sur face 
de Riemann X décrite par w= f(z) présente au moins un disque sur 
l’un de 2v+-1 domaines D; simplement connexes et disjoints. 

Elle en présente une infinité si la fonction w= f(z) n’est pas algé- 
brique. 

Plus particulièrement encore, tl existe au plus 2% valeurs non 
prises (?). Dans le cas d’une fonction véritablement transcendante, il 
existe au plus 2v valeurs non prises une infinité de fous. 

Exactement comme pour les fonctions méromorphes, nous avons 


N(D,)<—N(D;); donc @(D;)>1— — 
( ory ( | (Di) 2 ns 


si tous les disques situés sur le domaine D; ont y; feuillet au moins. 


(1) G. VaLIRON, Sur les fonctions algébroïdes méromorphes du second degré. Sur les 
algébroides méromorphes. Sur quelques propriétés des algébroïdes (C. R. Acad. Sc., 
t. 189, 1929, p. 623-625, 729-731, 824-826). Sur la dérivée des fonctions algébroïdes 
(Bull. Soc. math. de France, t. 59, 1931, p. 17-39). H.-L. SeserG, Ueber die Wertver- 
teilung der algebroiden Funktionen (Math. Zeitschr., t. 31, 1930, p. 709-728). 

Dans ce théorème on peut remplacer 2v par 2 + Im os qui peut être beaucoup 
meilleur; par exemple, pour l’algébroïde VI où f(s) est holomorphe, cette quantité 
est égale à v +1. On améliorerait de même les théorèmes suivants. 

(2) Remounbos, Sur les séros d'une clusse de fonctions transcendantes (Ann. de la 
Fac. des Sc. de Toulouse, 2° série, t. 8, 1906, p. 1-72). 
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Cette dernière inégalité est encore satisfaite, à condition d’écarter les 
fonctions re [ pour lesquelles R = 2 et T(r)— O(logr)], si 
tous les disques situés sur le domaine D,, sauf peut-être un nombre 
fini d’entre eux, ont u; feuillets au moins. 

D'où la conséquence suivante du théorème du défaut. 


Pour une algébroide à v branches, avec R= x, ou bien RK © et 


limT(r)(R —r)= 2, sé tous les disques de la surface E situés sur D; 


r>r 
ont v.; feurllets au moins, ona 


Cette inégalité est encore vérifiée s'il y a un nombre fint de disques 
exceptionnels, à condition d’écarter les fonctions algébriques. 


En particulier, la surface Ÿ présente au moins un disque simple sur 
l'un de 4v+1 domaines D; simplement connexes et disjoints; elle en 
présente méme une infinité st w= f(s) west pas algébrique. 

Plus particulièrement encore, 1! existe au plus 4v valeurs complete- 
ment ramifiées. Dans le cas d'une fonction véritablement transcendante 
existe au plus Gv valeurs ramifiées complètement sauf un nombre fini 


de fois. 


Théorèmes en termes finis. 


44. Considérons une algébroide à v branches définie dans 3, <R 
et ne présentant aucun disque sur 2v +1 domaines D; simplement 
connexes et disjoints. Appliquons-lui la relation (5) que nous inté- 
grons entre ry et r(7) <7"); il vient 


l 
Vend fon nay > Ces OT (r)—T(r,) af L(r) *, 
et, compte tenu de (6), 


À dr I 
Lr) — a Aes 
(9) ip (r) as ee PLV ae 


ro 
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. 


avec 


re Dre) — loz | | Gor 


D'autre part, la relation (1’) nous donne 
ie d " 
{ L2(r) — <8nvS(r): 


d’où, en utilisant l'inégalité de Schwarz, 


7 dr 2 L 
(/ LL) ST» S(r) log —. 


Et, avec l'inégalité (9), nous obtenons 


— IT) — 4 < Br» S(r) log 


re ry 


Intégrons cette inégalité entre ret R après avoir remplacé S(r) par ee 


i] vient 


En substituant à T(r) la quantité S(7, )log ” qui lui est inférieure, 


car 
. 7" ze és dr: ; 
S(r0) log — <f UE AM ORE 


et en faisant r?= Rr,, nous obtenons 
en i ae | On (0) \2) 82? v (2 y 1)? 
Sr) log | <(29 —1) T(r) — lox TT ( 5 | d log 2 ‘ 
I 


Prenons maintenant pour r, la quantité définie (') par S(7,) = 5 


wl = 


- Sil en était ainsi l’inégalité (11) nous 


(1) Ceci suppose que l’on n’a pas S(R) < : 


si: 27 Ve\" / ; À 
donnerait — < y et les conséquences ne seraient pas changées. 
r 0; 


= 
1 
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Pour 7< ry nous avons (cf. § 40) 


2 
r’ 
oy dA is ee amare 
DENTS 
d’où 
y r 1 
: dr OM ee Nahe y 
oh D (2) <f > = ; loge. 
i LE 2 
0 0 ry r} 


(10) log À << te ee oo “ = lox T](“2") + jo à) log |. 


45. Si nous voulons obtenir un théorème du type de celui de 
Landau, nous n’introduirons pas ici les dérivées des branches à l’ori- 
gine, car le lemme sur l'aire sphérique couverte par une algébroide 
ne permet pas immédiatement un passage a la limite. Nous suppose- 
rons connus r, et à, tels que, dans le cercle | s|<7,, l’oscillation sphé- 
rique de l’une des branches de l’algébroide soit supérieure à ¢,. Dans 
ces conditions, nous allons montrer que 7, satisfait à l’inégalité 


; db AG 
(11) i ( 208). 
r 0; 
En effet, s’il n'en est pas ainsi, on ar, >7r, et L(r) > 20, pour 
r, <r£r,; d’où, en utilisant (1’), 


<5 GS 
407 <8r?vr—, 


et, en intégrant entre 7, etr;e < rs, 
à 4 


re = se) Siri ei) 


Oz 
—& 


v 
Appliquons maintenant le lemme sur l’aire sphérique entre r,e et ry: 
il vient 


<lw 


ce qui est contraire à notre hypothèse. Remarquons que l’on aurait 
pu, plus simplement, effectuer la première intégration entre r, et 7,; 
mais l'inégalité que l'on aurait ainsi obtenue est beaucoup moins 
précise. Des inégalités (10) et (11) nous déduisons le théorème : 


Soit, dans| |< R, une algébroide w = f( 3) à v branches dont toutes 
les déterminations à l’origine sont distinctes et dont une branche a une 
. . + ue SN . 
oscillation sphérique supérieure à à, dans le cercle |3|Sr,; si la surface de 
Riemann décrite par w= f(s) ne présente aucun disque sur 2v-+-1 
domaines D; simplement connexes et disjoints, onaR< et 


9? ; 0;,(0) \? 
Dors <— 4 log I] (2) 


32T°v(2y — 1}? 


es h?+- 2v(2v — 1) log2 + vlog2r\'e, 


où h est une constante dépendant uniquement des domaines V,. 


46. En conservant cette forme au théorème, on peut se demander 
s’il n’est pas possible de se débarrasser du terme II¢;;(0) de l'inégalité 
en même temps que de la condition des déterminations distinctes à 
l’origine; nous montrerons plus loin qu'il en est ainsi dans le cas 
des algébroides à deux branches lorsque les domaines D; sont réduits | 
à des points. 

Inversement, si nous continuons à supposer que les determinations 
à l’origine sont distinctes, nous allons pouvoir introduire la dérivée 
à l'origine de l’une où de plusieurs des branches. Montrons que 
l'on a 

To 


ar Ve \” Ô 
ce Ô La es | fi(o) | à 
my/ X(; alfa ) 


0) 


où à désigne la plus petite distance sphérique des déterminations a 
l’origine. En effet, ou bien il n’y a pas de points de ramification de 
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l'algébroïde dans r<r.; et alors, chaque branche constituant une 
fonction méromorphe, ona ; 
E ( filo)! \2 32 

2x] fi(o)}? 7 “6 RTE 

S(ne + de mc 


Me ee ee ) fi 


» 


d’où 


5 , 
srs ä) O° : 3 
SS DE et Serpe = ; 


ou bien il y a un point de ramification au moins et l’une des branches 
a alors une oscillation sphérique supérieure à 5. Dans les deux cas, la 
démonstration se termine comme au paragraphe précédent. 


EVA , i À = 
D’ot le théoréme Len remarquant que 6 >2 Il ( ne) 


Soit, dans 3 <R, une algébroide w = f( 2) a v branches dont toutes 
les déterminations à l’origine sont distinctes et dont une branche au moins 
a une dérivée sphérique non nulle à l’origine: si la surface de Riemann 
décrite par = f(z) ne présente aucun disque sur 241 domaines D; 
simplement connexes et disjoints, on a 


Ho) \ oe ant ed Li 0;;(0) SoH (20-5 )A ee 
log R VE FRO LE -7)los] | are Mr Lie h? +F(), 


où F(v) est un polynome du second degré env à coefficients numériques, 
et une constante dépendant uniquement des domaines D;. 


17. Au lieu de supposer que l’algébroide ne présente aucun disque 
(a 
sur 2y+ 1 domaines, nous allons maintenant supposer qu'il existe 
q domaines D; à chacun desquels est associé un nombre LL; avec 


et tels que tous les disques situés sur le domaine D; aient vu, feuillets 
au moins. Nous opérerons de même que pour les fonctions méro- 
morphes. Après avoir agrandi les domaines, si cela est utile, on 
applique le théorème du recouvrement à chacun d’eux et la relation (5) 
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nous donne alors 
Bs (: = =) | S—(g—2)h'L— n(r, A) <o. 


Et l’on peut recommencer sur cette équation rigoureusement les 
mêmes considérations que précédemment. On pourra calculer des 
bornes. Pour alléger l’écriture nous ne les expliciterons pas. On 
obtient le théorème suivant, qui généralise celui du paragraphe 45 : 

THÉORÈME I’. — Sort, dans |z <CR, une algébroide w— f(s) à 
v branches dont toutes les déterminations à l'origine sont distinctes et 
dont unc branche a une oscillation sphérique supérieure à c, dans le 
cercle |3 |<r,; st cette algébroïde satisfait à la condition suivante : 

(Condition C’), cl existe g2 2% +1 domaines D; simplement connexes 
et disjoints dont certains peuvent étre réduits à des points et à chacun 


On + LT 1 
desquels est associé un entier 1; aveg 2 G = > 29, tels que tous les 
i wi 


disques de la surface de Riemann décrite par w= f(z) et situés. sur D; 
aient v.; feurllets au moins ; 
alorsonaR< =x et 


0? 0; (101 
log ee I] = 
= Er : D 


pe (2) 


où h' est une constante dépendant seulement des domaines D.. 


Dans ce théorème la condition C’ peut être remplacée par l’une 
quelconque des conditions suivantes plus restrictives : 

(Condition C\), l’algébroide ne prend pas 2% + 1 valeurs distinctes; 

(Condition C'), Valgébroide présente 4741 valeurs complètement 
ramifiées ; 

(Condition C), la surface de fiemann décrite par w°— f(2) ne 
présente aucun disque sur aucun de »1-+1 domaines D; simplement 
connexes et disjoints (cf. $ 45); 

(Condition C:), cette surface de Riemann ne présente aucun disque 
simple sur aucun de 4¥ + 1 domaines D; simplement connexes et disjoënts. 


Nous montrerons, par un exemple simple d’algébroide à deux 
branches, qu'il est certainement impossible d'obtenir une inégalité 
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analogue à celle du théorème I’, mais dans laquelle ne figure pas la 
quantité IL 2,,(0). 

Dans le théorème V', on peut remplacer la donnée de r, et à,, par celle 
des dérivées à re des différentes branches (ou d’un certain 
nombre d’entre elles). On obtient 


en /S (er) <* [Tae EC) 


La démonstration est identique à celle du paragraphe 46. 


Étude particulière des algébroïdes à deux branches. 


48. Nous nous sommes demandé si, dans le théorème I’, il était 
essentiel de supposer distinctes les déterminations à l’origine et de se 
donner I[¢;;(0), ou si cela était simplement une conséquence de la 
technique suivie dans la démonstration. A cet effet, nous avons étudié 
les algébroides à deux branches. Les résultats obtenus montrent les 
améliorations que l’on peut espérer apporter au théorème I’. 


49. Algébroides à deux branches définies dans | 3|< R et ne prenant 
pas cing valeurs. — Faisons d’abord sur l’algébroide une transformation 
homographique qui amènera aux points o et o deux de ces cinq 
valeurs; et soit à, la plus petite distance sphérique des cing nouvelles 
valeurs non prises. Nous allons étudier simultanément l’algébroide 


et les deux fonctions holomorphes w= + ÿf,(3) f:(3). Considérons 
autour de chaque point non couvert, distinct de o etæ, un domaine D; 
constitué par une calotte centrée au point considéré et ayant pour 


rayon sphérique +: Une fonction méromorphe ayant une oscillation 

hé . ~ (oe) ë Ch dg = | Hae < . 1 
sphérique supérieure a ~ dans le cercle |3|/S7, aura au moins un 
disque sur l’un de ces domaines si son rayon d’existence est 
supérieur ou égal à R’ avec 


Aus Dar te 


= EE 2 log oor\V/e 
a ieee + 2 log2 + log2r Ve, 


A dépendant uniquement des domaines D; ou, si l’on veut, de à. 
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Désignons par m le minimum des deux quantités : et Deux cas 


peuvent se presenter : 

1° Dans |3|< R’il existe un point en lequel ¢,.(z) > m. Prenons 
ce point pour origine et appliquons le théorème I’ à l’'algébroide et 
aux cing points interdits; il vient 


lor À — Rs A me I 
ATS Gaara 


qui nous donne, finalement, une borne supérieure de R en fonction 
der,, 6, et à... 

2° Dans tout le cercle |s|< R’, on a 5,,(3) << m. Considérons alors 
les parallèles et les méridiens passant par les deux déterminations /, 
et fy de l'algébroide; ils définissent un petit quadrilatére curviligne a 
l’intérieur duquel se trouve l’une des deux fonctions holomorphes 
w—=+\/, fs, dont la distance sphérique à /, et f, est donc inférieure 
am. C’est toujours la même de ces deux fonctions qui jouit de cette 
propriété; en effet, il ne pourrait y avoir échange qu’en franchissant 
une valeur de z pour laquelle le petit quadrilatère n’est plus défini, ce 
qui n’est possible que si /, et f, pénètrent dans une petite calotte 
ayant pour centre o ou æet une circonférence frontière de longueur 2m. 
Écartons les régions du plan des s pour lesquelles il en est ainsi; il 
reste, dans ce plan, un domaine connexe (en vertu du principe du 
maximum et du minimum du module d’une fonction analytique), dans 
lequel la propriété a donc toujours lieu avec la même fonction 
holomorphe. Il est clair que la propriété subsiste encore dans les 
régions que nous venons d’écarter. 


Cette fonction holomorphe fa, dans le cercle |= |<r,, une oscillation 
oe adh 0 biel 
sphérique supérieure à —- Dans le cercle |s|< R’ elle présente donc 


un disque au moins sur l’un des domaines D; et l’algébroide prend 
deux fois au moins la valeur correspondant au centre du domaine D;("). 


(1) En effet, au disque correspond un domaine du plan des 3. Lorsque la variable z 
parcourt le contour de ce domaine, / fait le tour de D; (un nombre de fois égal à la 
multiplicité du disque), done f; et fz tournent, dans le méme sens, autour du centre de Dj. 
Le théorème sur l'argument démontre alors la propriété anoncée. 
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Si nous remarquons enfin, qu’a la condition de choisir convenable- 
ment la transformation homographique initiale, à, peut ètre évalué a 
partir de la seule distance sphérique minima des cing valeurs quel- 
conques non prises, nous arrivons au théorème suivant (') : 

Une algébroide a deux branches, ne prenant pas cing valeurs, et 
dont l'une des branches a une oscillation sphérique supérieure à 5, dans 
le cercle |z £r,, a un rayon d'existence R inférieur à une quantité 
dépendant de r,, 6, et de la distance sphérique minima des cinq valeurs 


non prises 4 


Nous aurions pu expliciter la borne supérieure de R; mais le calcul 
est assez long et sans grand intérêt. Il serait par contre intéressant de 
savoir si ce théorème peut être étendu à une algébroide à v branches 
ne prenant pas 2 + 1 valeurs. Cela est vraisemblable. 


50. Remarque. — Si, au lieu de l'hypothèse de cing valeurs non 
prises, on fait l'hypothèse plus générale exprimée par la condition C’ 
du théorème [', on ne peut plus alors se débarrasser de’,,(0). Montrons- 

D P 


I . . 
le sur un exemple. Donnons-nous, 7, =1 et à, — ‘ Il est impossible 


de fixer le maximum de R pour une algébroide à deux branches satis- 
faisant à cette condition d’oscillation et ne présentant aucun disque 
simple sur neuf domaines D; simplement connexes et disjoints. En 
effet, donnons-nous R arbitrairement grand et prenons une valeur 3; 
dans chacun de ces domaines. Considérons l’algébroide 


Vos ey f(s 2), 


dans le cercle 3|< R. Nous choisirons la constante < de telle sorte que 


(1) Cf. G. Vatiron, Sur le domaine couvert par les valeurs dune algébroide finte 
(Bull. des Sciences math, 64, 1940, p. 199-206 ). 

Notre théorème contient celui de G. Valiron sur les algébroides à deux branches. 
Remarquons encore que le théorème I dis constitue une réponse affirmative à la présomp- 
tion énoncée par G, Valiron à la fin de son article, le module du discriminant étant rem- 
placé par le produit des distances sphériques cordales des différentes branches de 
Valgébroide et la conclusion du théorème de Bloch étant remplacée par l'existence d'un 
disque simple sur Pun des 4v + 1 domaines Simplement connexes et disjoints; cf. aussi : 
Proceedings of the Physico-Math. Society of Japan, 5° série, 12, 1930, p. 64. 
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le module de YH(z— 3; soit inférieur à R lorsque |31< 2R et à > 
lorsque =| <1. Cette algébroïde satisfait bien à la condition d’oscilla- 
tion et recouvre deux fois exactement le cercle || << R. D'autre part 
la surface de Riemann décrite par w présente des points de ramifica- 
tion pour 


NO) 
— 
— 


Ls 


O, 


soit 


TS eal 


équation du 16° degré dont 9 racines tendent respectivement vers les 
valeurs 3; et 7 vers l'infini quand < tend vers zero. Il leur correspond 
16 valeurs de « dont 9 tendent respectivement vers les valeurs z;. Nous 
choisirons ¢ assez petit pour que ces valeurs soient intérieures aux 
domaines D,. Dans ces conditions il'n'v aura bien, sur ceux-ci, aucun 
disque simple (mais seulement des disques doubles). 


o1. Algébroides de la forme sv = + V/G), où f (3) est méromorphe. — 
| 1 
LJ (9) | 
i og i ——_—_—_— 
Supposons connue la dérivée sphérique a l’origine pare sare sor La 
quantité é 6,() atteint bie la valeur 2 en un point du cercle 
1+| f(0)/? 
oa 
prendrait pas la valeur 1 dans ce cercle;sinoussupposons f(0), <1, 
2 | £/ 1+! f(o) ? 
nous aurions alors | f(s) <1 dans le cercle 3 < aha 
lJ 
absurde puisque, d’après le lemme de Schwarz, il n’en peut être ainsi 
dans le cercle plus petit 3 <=)"; en changeant fen —on voit 
P P En — fo) ) = ri 
que le résultat est encore valable si f(o) >1. 
D'autre part, si /(z) décrit une aire, + ÿ/(3) décrivent une aire 
supérieure à la moitié de la précédente, comme le montre la compa- 
raison des éléments différentiels DV on 


de rayon r,= - En effet, s'il n’en était pas ainsi, | /(s) ne 


» ce qui est 


Vr dr. Vue ghee 


pe tle as ana I 
nsc TN Es 


ARS] 


2 (1 + 7°)? 
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soit 
I tia 


ou 
G—r}(i+r+r?) > 0, 


ce qui est bien vérifié. Appliquons maintenant les lemmes sur l'aire 
ne ost WAC) ait pe 
sphérique couverte. Dans le cercle de rayonr, = TANGO we l'aire cou- 
verte par f(z) est supérieure à 27; donc l’aire couverte par w est 
supérieure à x. Par conséquent, dans le cercle de rayon 37,, l'aire cou- 
verte par i est supérieure à 27. 
Appliquons alors l'inégalité (10) en prenant comme origine le 


point 3, où 0,,(3)— 2. Il vient 


R—ro (| ee sO" 106 | 
2 yaks 


D'où le théorème : 


Soit une algébroide w=+ Vf(3), où f(z) est-une fonction méro- 


morphe dans le cercle |z|<R; st cette algébroide ne présente aucun 
disque sur cing domaines D; simplement connexes et disjoints, on a 
CO 
alii << 03, 
1-70) 2 


la borne G dépendant uniquement des domaines Dj. 


Et l’on obtiendrait de même le théorème plus général : 


Soit une algébroide w = + V f(s); s'il existe q domaines D; à chacun 
) > 4 tels que les disques 


présentés par l’algébroide sur le domaine D; aient u.; feuillets au moins, 
ona 


Os I 
desquels est associé un nombre 1; avec he (1 — — 
Bi 


| f'(o)| _<&,, 


I+ | f (o) |? 


la borne G, dépendant des domaines D; et de la quantité + (: =e } 
Bi 


LES VALEURS D’UNE FONCTION MEROMORPHE OU ALGEBROIDE. 257 


Le théorème s’applique en particulier au cas de neuf domaines D, 
sur lesquels il n’y a aucun disque simple ('). 


92. Application aux domaines annulaires fendus. — Dans le plan 
complexe de la variable w, considérons g couronnes disjointes et 
fendues; chaque couronne est limitée par deux cercles centrés à 
l’origine, la fente est faite suivant un rayon issu de l’origine. La trans- 


formation W = + Vw fait correspondre à chaque couronne fendue 
deux demi-couronnes; nous choisirons, une fois pour toutes, l’une de 
celles-ci. Nous aurons ainsi g demi-couronnes simplement connexes 
et disjointes. 

Il y a correspondance biunivoque entre les disques présentés sur les 
couronnes par la surface de Riemann décrite par une fonction méro- 
morphe «== f(z) d'une part et les disques présentés sur les demi- 
couronnes par la surface de Riemann décrite par l’algébroide 
W = + \/(=) d’autre part. Deux disques correspondants ont le même 
nombre de feuillets (*). En appliquant le théorème du paragraphe 
précédent nous obtenons aussitôt le 


THEoREME. — Soit une fonction w= f(z) méromorphe dans le cercle 
|| <TR; s'il existe q couronnes disjointes et fendues C; centrées au 


: 4 Bf ; = I 
pointw = 0 à chacune desquelles est associé un entier y avec Ÿ ( I— =) >4 
L 
telles que les disques présentés par la surface de Riemann décrite 


par w= f(s) sur la couronne fendue C; atent pr feurllets au moins, 
ona 


R por 


| 
ce NOTE 
= | OO is 


(1) Si f(s) est holomorphe (cf. § 43, note) on a le même théorème avec g domaines D; 
+, . I 
finis à chacun desquels est associé un entier py avec > (:— =) > 2. Dans les cas 
: i 
particuliers on a trois domaines, qui ne sont recouverts par aucun disque, ou cinq 
domaines qui ne sont recouverts par aucun disque simple. Celte même remarque 
s’applique aux théorémes du paragraphe suivant. 


(2) Ils ont aussi méme ordre de ramification, done méme caractéristique. 


258 JACQUES DUFRESNOY. 


la borne @, dépendant des couronnes fendues C; et de la quan- 
ran I 
tite D (1— +): 


Ce théorème s’applique, en particulier, aux deux cas suivants : 


1° [n'y a aucun disque sur cing couronnes fendues ; 
GES 4 4 n'y a aucun disque simple sur neuf couronnes fendues. 


Ce dernier cas se rattache à un théorème de G. Valiron ('), de même 
que le théorème I (condition C,) se rattachait au théorème de Bloch. 

Notre théorème s’appliquera au cas plus général de g domaines D; 
disjoints, fendus et emboités les uns dans les autres à la façon des 
couronnes C;. En effet, nous pourrons choisir, sur la sphère L,, deux 
points A et B qui joueront alors le même role que o et x dans le cas 
des couronnes. Nous effectuerons sur 4° une transformation homogra- 
phique qui aménera A et B respectivement en o et et nous opérerons 
ensuite comme nous l’avons fait avec les couronnes. En remarquant 
que la tranformation homographique peut étre choisie de telle sorte 
qu'elle multiplie la dérivée sphérique par une quantité comprise entre 
deux bornes ne dépendant que de la distance sphérique 5 de A 
à B (°), donc, tous comptes faits, ne dépendant que des domaines Dj, 
nous pouvons conclure : 


Le théorème précédent s'étend au cas de q domaines disjoints et fendus 
D; formant un ensemble topologiquement équivalent à celui des couronnes 
fendues concentriques Ci. 


Ce résultat apparait comme une extension du théorème I à des 
domaines D; un peu plus généraux; mais ici la borne inférieure 


(1) C/G. Vattnon, Lectures on the general theory of integral functions (Toulouse, 
1923) et Brocn, Les fonctions holomorphes et meromorphes dans le cercle unité (Mémorial 
des Se. math, XX, 1926). Dans ce théorème il s'agit, non seulement de couronnes fendues, 
mais de couronnes enroulées s fois sur elles-mêmes; on parvient a un résultat analogue 


), qui s’étudie exactement comme \/f (2). 
(=) On fera une rotation de la sphère des «w, de façon à amener A et B à être symétriques 
par rapport au plan équatorial, puis une inversion de cette sphère en elle-même à 
partir dun point du plan équatorial et une symétrie par rapport à ce plan. Les bornes 
; Ô ô 
soat alors tang = et cot —- 
4 4 


TE: 


2 x « . 5 , s+ 
par notre méthode à l’aide de Palgébroide \/ 
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de > (: — =) est 4 au lieu de 2. On peut se demander s’il est possible 


7 


d'améliorer cette borne. 

Enfin, ces conclusions peuvent s'étendre au cas le plus général des 
domaines D; disjoints rendus simplement connexes par des coupures. 
Dans ce cas il existe, sur la sphère X,, un certain nombre 1+5 de - 
points qui vont jouer un role analogue à celui de A et B pour les 
couronnes fendues. Par une transformation homographique, nous 
envoyons l’un de ces points à l’infini et nous étudions l’algébroide 


oo CE ah) Uf = Caloo ally = Gs 


formée à partir des nouvelles positions a; des s autres points. Et l’on 
peut développer des considérations analogues à celles faites dans 
les paragraphes 51 et 52. Mais la borne inférieure qu'il faut assigner 


s iE . ; . 
a DIE — 2) est maintenant égale à 2+ 25. 


i 
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COUPLES 


DE 


TETRAEDRES DE MOBIUS 


INSCRITS DANS UNE QUADRIQUE 


(OU UNE BIQUADRIQUE) 


ET CIRCONSCRITS A UNE AUTRE QUADRIQUE 


(ou UNE DEVELOPPABLE DE CLASSE QUATRE) 


Par M. CHarzes H. ROWE 


(Dublin). 


1. Introduction. — Nous avons, M. Gambier et moi, rédigé en 
collaboration deux Mémoires parus aux Annales de l’École Normale : 


1° Tétraédres inscrits dans une quadrique Q et circonscrits à une 
autre quadrique Q, [ 1934, (3), t. 51, p. 153-198]. 

2° Lieu des points dont les rapports des distances à 3 droites fixes 
restent constants. Biquadratiques, cubiques gauches et dégénéres- 
cences [ 1936, (3), t. 53, p. 329-386) ]. 


Cette fois-ci, nous avons traité séparément le sujet annoncé dans le 
titre de ce travail; nous avons, apres une rédaction provisoire, pris 
connaissance chacun des méthodes de l’autre chercheur et il nous a 
paru préférable de publier séparément nos résultats, les procédés 
étant assez différents; la rédaction définitive a été, bien entendu, 
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améliorée chez chacun de nous en tenant compte des suggestions 
provoquées par la lecture des résultats de son collaborateur (“). 

Le premier Mémoire commun contenait implicitement les couples 
de Mobius, sans que nous l’eussions remarqué; le travail actuel 
montrera comment le second Mémoire commun se rattache d’une 
facon imprévue aux couples de Mébius. 


2. Quadriques ayant en commun un ‘quadrilatére gauche. — 
Imaginons une quadrique Q et un complexe linéaire L; chacune des 
semi-quadriques portées par Qa en commun avec L deux génératrices: 
la polarité L remplace Q par une quadrique Q, ayant en commun avec Q 
les 4 droites citées. Réciproquement, st deux quadriques Q, Q, ont en 
commun un quadrilatère gauche G,,U,, G:,F,, tl existe deux complexes 
linéatres conjugués L, L'tels que Q s'échange avec Q, par la polarité L 
ou L'; Let L' appartiennent au faisceau déterminé par les complexes 
spéciaux ayant pour axe les diagonales d, d’ du quadrilatère commun. 

Il existe æ? tétraèdres conjugués communs à Q, Q,; les arêtes de 
ces tétraédres, autres que les droites d, d', engendrent la congruence 
linéaire de directrices d, d'. Ces résultats se vérifient aussitôt sur les 
équations réduites 


ar? #2 22 0 


(Oy gia ya 22 to, (Ons «eee 


+ — += =0. 
1 b 


Le couple (d,d') est d(a—s—0),, d'(y=t= 0) la,subsiitnton 
Heat ( ea = ah, Sete) 


| \ «—Xcosa— Z sing, V'Nréos 0 lis: 

1} 4 { i ead | 

(Pes = Ni SInicd et Ln cos nt= ¥ sin8 +Tcus6; 

remplace le tétraèdre conjugué (a, », z,¢) par le tétraèdre conjugué 
CN, Y,Z, 1). Le complexe L(ou L') a pour équation 


/ / \ 
(L ou L’) (5429 — H152)0 + (il, — nt,) So (p= a 


Chacun de ces complexes reste invariant par la substitution (1) 
si ey, =r ou s'échange avec l’autre si en =—r. 


€ Le Mémoire de M. Gambier a paru aux annales ae École Normale. À 56, 
PATENTS? 
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Soit maintenant un point arbitrarre A sur Q et un plan tangent 
arbitraire à de Q,; il s’agit de montrer que le cone S de sommet A, 
avant pour base la conique (Q, x) est capable de 2! tritdres 
circonscrits au cone S,, de sommet A, circonscrit à Q,; pour cela, il 
suffit de montrer qu'il existe un trièdre de cette espèce; en limitant 
les trièdres en jeu au plan a, nous obtenons bien un tétraedre, à 
> paramètres au total, inserit dans Q, circonscrit à Q, (cette propo- 
sition a été démontrée de deux facons différentes dans notre premier 
Mémoire commun; j'y ai montré qu'elle est fondamentale). Prenons, 
en effet, le pole D de a par rapport à L; D est dans a, sur la 
conique (Q, 2); le plan polaire de A relativement à L, corrélativement, 
passe en A, est tangent à Q, et coupe (Q, x) en deux points B, C. Le 
tetraedre ABCD est inserit dans Q: les faces ABC. BCD sont tangentes 
à Q,; AB, DB sont des droites de L, done le plan BAD est polaire de B 
(point de Q) par rapport à L, il est tangent à Q,; pour la même 
raison CAD est tangent à Q, : notre proposition est démontrée. 

M. Gambier me fait remarquer que, si nous prenons le transformé 
par rapport à Lou L’ d’un des x* tétraédres T inscrits dans Q, cireon- 
serits à Q,, le nouveau tétraëdre T, est lui aussi circonserit à Q,, 
inscrit dans Q et est en position de Môbius avec T: nous avons arnst 
obtenu x° couples de Mobius, inserits dans Q, ctrconscrits a Q,, les 
tétracdres d'un méme couple étant réciproques par rapport à un comple.re 
fixe: ily a deux séries distinctes de tels fétraèdres, une pour L, une 
pour L’, 

Si done nous nous reportons au paragraphe 8 du travail de 
M. Gambier, sur les couples de Mébius nous voyons que Q, Q, 
admettent 2° couples de Môbius et que, parmi eux, il y a deux 
familles &5 qui se séparent: chacune de ces deux familles x * com- 
prend elle-même x* séries, chaque série étant formée de x? couples 
inserits dans Q, circonserits à Q,, les tétracdres de cette serie 
étant chacun conjugués par rapport à une quadrique g: or, i est 
facile de voir que les deux fanulles x du Mémorre précédent sont 
celles que nous avons trouvées ict, ce qui donne une nouvelle propriété 
de ces deux familles &° : chacune d'elles a donné x* quadriques q, 
mais correspond à un méme complexe Lou L's 11 suffit de remarquer 
que les x? quadriques 4 sont celles qui se déduisent de la quadrique 
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particuliere 
rer à 
(4) RUE FPE (Ga 


par la substitution (1); les génératrices d'un système de (q) 
appartiennent à L, celles de l’autre système à L’; les deux droites A, 
A’ du Mémoire de M. Gambier sont deux droites de la congruence 
linéaire (d, d’) et sont communes aL et 1/3; il vy a æ? couples tels 
que A, A’ et chacune donne une quadrique 

Nous pouvons, à titre de curiosité, remarquer que notre démonstra- 
tion fournit un tétraédre T particulier dépendant de quatre paramètres 
seulement (2 pour A, 2 pour a) et que les o' couples de Môbius 
correspondants sont dégénérés, car 

=D, B=C, G=B, DA. 


J. Séries quadratiques de quadriques se coupant suivant quatre 
droites. — Imaginons un couple de Môbius, les «x? quadriques Q 
circonscrites, les o* quadriques Q, inscrites (inutile de répéter des 
explications données au Mémoire de M. Gambier). Si X, Y, Z, T sont 
les premiers membres des équations des faces du premier tétraèdre, 
X,,Y,,2,,T, ceux des faces homologues, il existe une identité que 
lon peut réduire à la forme 


(1) SOA M Se aay IE 0: 


Les quadriques dégénérées XX,, YY,, ZZ,, TT, appartiennent au 
système Q; les quadriques dégénérées (tangentiellement) AA,, BB,, 
CC,;, DD, au système Q,. La quadrique XX, + YY,=0, ou ce qui 
revient au même LL, + TT, = 0 appartient au système Q, et aussi au 


système Q,, puisque chaque plan X, ..., T, la coupe suivant deux 
droites; nous avons ainsi trouvé les trois ali fondamentales ~,, 
Y,, 45; en appelant d'une facon précise X, I’, les plans 


K'=A BCD, | ¥ =AB, CD Z' NEC D | Teaver 
Xe Bi Gi .Yi:=A,BG, Dy, «2, A BCD TERRES 


LD 


on peut prendre pour équation tangentielle de E,[ XX, + YY, — 
ou ZZ,;+ TV, =o], l'équation AA, + BB, =o ou CC, + DD, — 0, en 
appelant A, ..., D, les premiers membres des équations tangentielles 
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de A, ..., D,, équations normalisées de facon à avoir l'identité 


(2) AA, = BB; ECC DD. 


x, a pour équation ponctuelle XX, + ZZ, =o ou YY,+ TT, —o et 
pour équation tangentielle AA, + CC; —o ou BB,+DD,=0; de 
même 2, donne XX,+TT,, YY,+ ZZ,, AA, + DD,, BB,+ CC,. Nous 
avons ainsi trouvé les quadriques obtenues par une autre voie par 
M. Gambier. 

Nous allons prouver que les quadriques du système (Q) qui coupent 
une quadrique donnée du système (Q,) suivant quatre droites forment 
une série ponctuelle quadratique, c'est-à-dire peuvent être représentées 
par une équation ponctuelle qui contient une arbitraire au second 
degré. 

La quadrique Q, étant donnée, menons une conique quelconque F 
par les quatre points donnés A,, B,C, D du plan X = 0; puisque Q, est 
tangente à ce plan, nous savons, d’après le premier Mémoire commun, 
que le lieu du point d’intersection des plans tangents, autres 
que Xo, menés à Q, par les côtés d’un triangle variable inscrit 
dans [ est une quadrique qui passe par V et coupe Q, suivant quatre 
drortes; ce lieu contient évidemment les A, B,, C,, D, (A est obtenu 
par BCD, A, B, CDA, BDC, A); c'est donc une quadrique du système Q. 
Les x! coniques T° issues de A, BCD donnent ainsi au total æ' qua- 
driques du systeme Q coupant la quadrique donnée suivant quatre 
droites; pour qu’une quadrique Q de cette espèce passe par un point 
donné P choisi au hasard, il faut qu'il existe des triangles inscrits 
dans F et circonserits a la section y par le plan X—o du cône 
circonserit à Q, de sommet P; or on sait que le nombre des coniques T° 
d’un faisceau ponctuel qui sont triangulairement cireonserites à une 
conique donnée y est deux; ces deux coniques donnent, dans la 
famille Q obtenue, deux quadriques contenant P; nous avons donc 
bien obtenu une série guadratique. (Pour abréger nous dirons série 
quadratique tout court, pour désigner les séries quadratiques, incluses 
dans le système Q, déterminées par le procédé qui vient d'être 
indiqué.) 

Nous pouvons remarquer que les quadriques XX,=0, YY,=0, 
ZZ, = 0, TT, = o appartiennent évidemment à toutes nos séries quadra- 
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Luquies : or nous pouvons representer la quadrique generale 


(3) OS ete Gy == 


du système (Q) par le point (/,, 4, 4;) d'un plan auxiliaire 7; un 
faisceau de quadriques Q est représenté par une droite, et une série 
quadratique par une conique passant par les points images des quatre 
quadriques XX,, YY,, ZZ,, VV,; les coniques 5 du plan =, images des 
séries quadratiques, forment un faisceau. En vertu des définitions 


PSE yy ayy Te 
(4) Wig: Si en 7 LS TEEN 
PN opp eye 
Oona 
; | o@NN, == Es 224+ &;, Wha = po at ey a NS 
i Pa ven Aa teatime D Silica 


de sorte que £, 7, 5, 9 étant les images de XX,, YV,, ZZ,, TT, on voit 
queves umagesvde Xi5 %, ©, sont les sommets du triangle conjugué 
commun aux coniques 3 (les droites 7, 29 concourent au point image 
de X,, ete.). existe une série quadratique et une seule qui contient une 
quadrique donnée Q. 

Par dualité, on obtient des séries quadratiques tangentielles. en 
cherchant les quadriques du système Q, qui coupent suivant quatre 
droites une quadrique donnée Q, et chaque quadrique Q, appartient à 
une seule série quadratique tangentielle, représentée elle aussi par une 
conique 5, d'un plan auxilraire : les coniques 3, forment elles aussi 
un faisceau ponctuel. 

On voit done, qu'une quadrique Q, donnée avant déterminé 


une série quadratique ponctuelle (Q), si nous prenons dans cette 


série diverses quadriques Q', Q", ..., les séries quadratiques tan- 
gventielles (Q,) correspondant à QQ” ..., contiennent toutes Q, et 


par suite comeident, Autrement dit: chacune des x! séries quadra- 
ques ponctuelles de quadriques Q est associée à une série quadratique 
tangentielle bien déterminée de quadriques Q,, de telle sorte que chaque 
quadrique de l’une des séries coupe suivant quatre droites chaque 
quadrique de Pautre série quadratique. 


Avee les notations que nous avons adoptées ici, les coniques ¢ 
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images des séries ponctuelles quadratiques sont données par l’équa- 
tion suivante ot Z,, L,, 2; sont les coordonnées ponctuelles et %,, %, 
x, des constantes 


(6) Ol; Pal ad? (a+ @,-+- %, = 0). 


De même si l’on a introduit l'identité AA, + BB, + CC, + DD, =o déjà 
indiquée, on peut prendre comme équations tangentielles de ¥,, Xu, 
x, les expressions 
2 SNAG te BR =— CC DID) =o. 
(41) rye CC, = DD, BB =o, 


Es = AA, = DD == BBY CC: ~s. 


La quadrique générale Q, est représentée par une équation 
431) my 242 my Dab Mm;È3—0; 


autrement dit le point (m,, m,, m;) sert d’image à Q, et les 
coniques 5, images des séries quadratiques tangentielles sont 


(6') Simi + Ssmi+ B:mi—=o (Bi + B.+ 6;= 0). 


Puisque dans tout faisceau de coniques, il y en a trois réduites 
à deux droites, il y a trois coniques 3 décomposées en deux 
droites; quelques remarques géométriques montrent sans effort 
qu'à chacune de ces trots coniques 5 décomposces correspond, dans le 
faisceau 5,, une conique également dégénérée. Par exemple les qua- 
driques AXX,+ÆYY,—o forment, quand h:# varie, un faisceau 
linéaire ponctuel (ou tangentiel), car le quadrilatere gauche 
OXY )(VX,.) CX, Yo): Lou CCD) (AB) (GC; D,) CA;:B) est commun-a 
toutes ces quadriques : (XY), ici, signifie la droite commune aux 
plans X et Y; cette droite CD rencontre AB, et ainsi de suite; l’'équa- 
tion tangentielle /’AA, + #'BB,—o représente de même des qua- 
driques ayant en commun le quadrilatère (AB)(BA,)(A:B,)(B;A) et 
ce quadrilatère a deux côtés opposés (AB, ), (A,B) communs avec le 
précédent, de sorte que chaque quadrique ANX, + 4YY,=o coupe 
chaque quadrique L'AA, + BB, = 0 suivant quatre droites (deux 
étant indépendantes de A: et 4':#4"); pour la même raison les qua- 
driques #, CC, + # DD, =o sont coupées suivant quatre droites par 
les quadriques ANX, + ÆYY,— 0 (deux, CD et C,D,, sont fixes); et, 


18 
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comme la quadrique h,ZZ,+ 4, 1T,=o0 peut être substituée a la 
quadrique AXX,+ kYY,=0, nous voyons que nous avons deux séries 
quadratiques associées, l'une ponctuelle, l’autre tangentielle, toutes deux 
décomposées en deux faisceaux : hXX,+kYY, et hy ZZ, +k, TI, 
d'un côté, h'AA, + 4’BB, et CC, +4 DD, de l’autre; le faisceau 
AXX,+4YY, contient comme quadriques particulières XX,, YY, et 
XX,+ YY, ou »,, de sorte qu'il a pour image une droite issue du 
point image de X,; la conclusion est que la série ponctuelle quadra- 
tique /7—l =o a pour associée la série tangentielle quadratique 
mimi =o0(t J, 1, 2, 3,7 =1, 2,3); on conclut sans peine de là que 
la série ponctuelle quadratique a, 1; 4-a5 14-31; = 0(%,+%,+4,;=0)a 
pour associée la série tangentielle quadratique %,m;-+-%,m, + à; m;—=0. 
Autrement dit on peut supposer que les coniques 5 et 5, sont tracées dans 
le méme plan et coincident dans leur ensemble; la conique 6, associée a 
une conique o se trouve coincider avec 5. 

Il est intéressant de confronter ces résultats avec ceux de 
M. Gambier, dont les notations n'ont pas le même sens qu'ici; la 
quadrique 


(7) Ap (at*+ p?+ ste) + 2,| 2? — 9? + m(s?— 2)] + 22:20) + ns) =0 
coupe la quadrique 


(8) pr (tt vt 0? 4- A?) + [me (a? — et) + 0? — h? |] + 2ps[nue +h] =o, 


suivant quatre droites, si l'on a | 
(9) lt NL yg pit Pe 
| Lim ni pi mpi— np; 


On obtient les séries quadratiques associées en égalant à une mème 
constante chacune de ces fractions. 

L'équation Aj — A; —2;=0 définit en particulier une série ponc- 
tuelle quadratique formée de cônes et ui — y? 4? =o la série tan- 
gentielle associée, formée de coniques; deux génératrices de chaque 
cône sont tangentes à chaque conique, circonstance possible pour la 
raison suivante : les coniques C de la série quadratique pe? — pu? — 1? —0 
sont réparties dans les plans pivotant autour de l'une des deux droites 
A, À de M. Gambier, A par exemple et les sommets S des cônes de la 
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série quadratique 247—%3—22=0 sont répartis sur cette même 
droite; S étant un point de A, le lieu des tangentes issues de S aux 
coniques de la série en jeu est précisément le cone S. L’existence des 
deux droites A, A’ explique pourquoi il y a deux familles ponctuelles 
quadratiques de cônes. Si l’on veut raccorder les notations des deux 
travaux actuels, il n’y a qu’a écrire | 


f 


| Le +p+ 22+ er m?| 
‘3 l[{ a2? — y2+ m(s? eC) \Vn?—1] + 24[(vy +ns0)\/1— m?| =o, 


(10) oars 
| mi[(u?+ Pt + 4? + h*)\yn?— m? | 
{ hi Sg 2 » 9 ar DES 
\ + mi || m(u?— 0?) + w?— h* 5\ n—1| a 2m,[(nuv+wh)\1—m | =O. 


en posant 


5 Lynt— me, io LY n? x, == ENT m": 


(11) 


| a min? —m?’, DÉMONTRE, ue mV I — n°. 

Ce calcul est d’ailleurs celui auquel on est conduit naturellement en 
exprimant que la quadrique (7) est décomposée en deux plans : le 
trinome en (x, y), et le trinome en (z, t) qui figurent dans (7) doivent 
être séparément carrés parfaits : on a ainsi 


XX, = (2 + y? 324+ 02) Vn? — me 
a yo ms nat (ry -n:ll\i — ne 

et les autres formules analogues déduites de (5). Ce qui précède montre 
que l'étude du couple général de Mébius revient à la détermination des 
deux constantes m, n qui en sont les invariants homographiques: cela 
revtent à donner deux coniques qui sont les images des deux séries quadra- 
tiques particulières composées de cônes ou coniques ; cette figure plane, au . 
point de vue homographique, a deux invariants et l’on prend comme 
formes réduites d'équations de ces deux coniques 


2? — Di — = 0 15 — nen; 1) —0. 


Remplacer m, n par + m, en + à n'aaucune importance, car l'échange 
de z avec ¢ dans (7) change m en —m et ensuite le changement de 
signe de = ou ¢ change n en — n; ce sont donc m? et n° qui doivent 
intervenir. 


Ann. Ec. Norm., (3), LVIIL — Fase. 4. 36 
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4. Quadriques Q Mobius-ment circonscrites à une quadrique Q,.— 
Il est maintenant tres simple de démontrer qu'une biquadratique quel- 
conque @ cérconscrite au couple de Mobius T, 1, donné admet x * couples 
de cette espèce circonscrits à une quadrique donnée Q, quelconque parmi 
les quadriques inscrites aT, T,. 

La série quadratique (Q), correspondant à Q,, a deux quadriques 
Q', Q”, en général distinctes, communes avec le faisceau issu de G (on 
doit prendre les deux points communs à la conique image de la série 
et à la droite image du faisceau). Nous coupons @ par un plan tangent 
quelconque = de Q,; soient a,,b,c,d les points d’intersection; d’après 
le lemme déjà employé ('), nous construisons les quatre téetraédres 
abcd, a,b,ed, a,be,d, a,bed, circonscrits à Q, (en partant des 
triangles bed, a,ed, a,bd, a,bc), ce qui donne quatre nouveaux points 
a, b,,¢,, d, situés sur Q’ et Q’, donc sur @. Les huit points (a, 4, c, 
d, ai, b,, e,, d,) sont associés (j'entends par Ja: base d'un réseau de 
quadriques); ils sonten effet sur trois couples de plans (abed,,a,b,c,d), 
(ab;cd, a,be,d,), (abe,d, a,6,cd,) car chatune des Six” droites 
joignant deux des points a,, 6, c, d a été utilisée deux fois pour 
obtenir un tétraedre circonscrit à Q, (a,6 a été utilisée dans le 
triangle a,bc et dans le triangle a, bd de façon à donner le point d, 
et le tétraèdre a, bed, ou le point c, et le tétraèdre a,bc,d, de sorte 
que a,bc,d, sont dans le plan, autre que 7, tangent a Q, issu de a,b); 
d'autre part a,, b, c, d sont dans un plan, done a, 6,, ¢,, d, sont aussi 
dans un plan; nous avons donc bien un couple de Môbius (abcd, 
a,b,c,d,); les huit faces de ce couple sont huit plans assoczés; or sept 
sont tangents à Q,, done le-huitième ab,c,d, est aussi tangent aQ, : 
notre proposition est établie. 

Le même raisonnement prouve que, si l’on considère en même temps 
que J} une développable © de classe 4 et genre 1 tangente aux huit 
faces du couple (T, T,), i existe oo! couples de même définition, 
unscrits dans ® circonscrits à  : cela tient à ce que nous utilisons, 
cette fois, seulement les æ&' plans + tangents à Q, er à Oe 

Le raisonnement qui a été employé prouve que nous avons trouvé 


(1) Nous Mutilisons pas ici la propriété que les droites A, A’ fournies par T, Ti sont 
conjuguces par rapport aux quadriques Q et aux quadriques Q). 
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tous les couples de Mobius #nscrits dans @ et circonscrits soit à Q, seule, 
soit à la développable @. 

Il reste à traiter la question suivante : nous partons d’un couple de 
Mobius (T, T,) donné, nous lui circonscrivons une quadrique Q, nous 
lui inscrivons une quadrique Q, : combien existe-t-il de couples de 
Mobius tnserits dans Q, circonscrits à Q, ? Les résultats acquis prouvent 
que, si nous tracons les x" biquad ratiques issues sur Q des huit som- 
mets (ABCD, A,B,€,D,), chacune fournit 2x2 couples de Mobius 
relatifs à Q et Q,; nous avons ainsi obtenu au total +‘ couples relatifs 
à Qet Q,, déduits de T et T,; faut se garder de crotre que l'on a obtenu 
ainsi tous les couples de Mobius possibles, relatifs à Q et Q,; considé- 
rons en effet un couple (T’, T°) obtenu par la méthode suivie et une 
biquadratique G' issue de Tl, sur Q, autre que celle qui a servi à 
obtenir (T’, T,) a partir de (T, T,); cette biquadratique ne passe plus 
aux sommets de (V,T,); elle donne æ* couples (T”, T’) relatifs encore 
à Qet Q,:1lest très facile de voir que, parmi ces x? couples (T”, T,), 
il y en a qui ne rentrent pas dans la série &*(T”, 1°). En effet un couple 
qui appartientsémultanément àla série + *(1', 1° Yet à la série œ *(T", T°) 
doit, d’après la premiere condition, être sur l’une des æ' biquadra- 
tiques («) issues, sur Q, de (T, T,), et, d'après la seconde, sur la 
courbe @' : les x! courbes (@) déterminent sur (@') x' groupes de 
8 points ('), de sorte que ces groupes ne donnent pas la série 
z*(1", T°). Done deux quadriques Q, Q, qui admettent un couple de 
Mobius énscrit dans Q, circonscrit à Q,, en admettent au moins 2"; nous 
allons prouver qu'elles en admettent exactement +". 

Nous avons supposé donné un couple de Mobius, une quadrique Q 
circonscrite, une quadrique Q, inscrite: nous supposons aussi que Q 
et QO, ne se coupent pas suivant quatre droites, ce qui est possible 
puisqu'il existe 27? quadriques Q,, et que x‘ seulement coupent Q 
suivant quatre droites : je vais utiliser un résultat important, que 
M. Gambier donne dans son Mémoire sur les couples de Môbius 
(p. 86-87), (je ne reproduirai pas la démonstration ici); les segments 


. 
(1) Chacun de ces groupes de 8 points fournit, comme on le démontre un peu plus bas, 
un couple de tétraèdres de Mübius (et même quatre couples), mais ce résultat n'a pas à 


intervenir pour là démonstration. 


16% 
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AA,, BB,, CC,, DD, sont, comme on sait, divisés harmoniquement par 
les sécantes communes A, A’ de leurs supports; A, A’ sont deux arêtes 
opposées convenablement choisies du tétraèdre ® conjugué commun à Q 
et Q,. 

Si donc on donne, a priori, deux quadriques Q, Q, (n'ayant pas 
quatre droites en commun), pour obtenir un couple de Mobius inscrit 
dans Q, circonscrit à Q,, nous pourrions essayer de choisir A sur Q 
(deux paramètres); d’après notre premier Mémoire commun, la face 
opposée BCD doit passer par l’homologue A’ de A dans l’homographie 
indiquée au Mémoire en jeu; mais BCD doit contenir aussi A,, homo- 
logue de A dans l’involution biaxiale de directrices A, A’ (arêtes 
opposées convenablement choisies du tétraédre @); si A’ ne coincide 
pas avec A,, la face BCD est déterminée, puisqu'elle est l’un des deux 
plans tangents menés de A’A, à Q, et le triangle BCD a æ' détermina- 
tions possibles dans ce plan a: le choix de ABCD fait, le tétraèdre 
A,B,C,D, ne peut avoir qu'une détermination, puisqu'il se déduit de 
ABCD par l’involution biaxiale A, A’: mais alors nous n’avons pu dis- 
poser que de trois paramètres et il y a encore de nombreuses relations 
à vérifier, de sorte que le nombre de paramètres dont pourrait dépendre 
un couple de Môbius solution serait au plus trois : il y a donc impossi- 
bilité; st donc deux quadriques Q, Q, sont données au hasard, elles 
n'admettent aucun couple de Môbius. Si Vhomographie (A, A’) se con- 
fond avec l'involution biaxiale (A, A’), tout tétraèdre T inscrit dans Q et 
circonscrit À Q, est transformé par cette involution en un nouveau 
tétraèdre V, de même nature et T, T, sont en position de Mobius : ce 
résultat figurait dans notre premier Mémoire en collaboration, mais 
nous n’avions pas songé à la configuration réciproque de Môbius entre 
TetT,. St donc deux quadriques admetient un couple de Mobius, elles 
en admettent exactement æ*. Nous considérons le tétraèdre conjugué 
commun © à Q et Q, et l'équation en À exprimant que Q—AQ,=o 
est un cône (Q et Q, étant les premiers membres des équations ponc- 
tuelles); la somme de deux racines Aj, À, devra être égale à la somme 
des deux autres racines A,, À,; l’aréte A est la droite réunissant les 
sommets des deux cones À,, 2,3; l’arète A’ est celle qui réunit les som- 
mets des cônes A;, A,; nous disons alors que Q est Môbius-ment cir- 
conscrite à Q, pour le couple A, A’. Quand on a pris pour tétraèdre de 
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référence O, les équations, ponctuelle de Q et tangentielle de Q,, sont 
Q = Az?+ By?+ Cz+D£#— 0, Q=au + be? + cw?+ dh?=o, 
la relation Aa + Bb = Cc+ Dd exprime que Q est Môbius-ment cir- 


conscrite à Q, pour le couplea = y =o, s=t=o. Sil’onsecontente 
d'équations moins réduites, A étant (x = y =o), et A'(3 =t=0), 


Q = Aa’+ By?4+ C3?+ D’+ 2Eay + aF st =0, 


Q,= aw + be + cw? + dh? + 2euv + 2fwh=o; 


la relation est 
Aa+ Bb+2Ke=Cc+Dd+e2Ff. 

J'ai ainsi retrouvé tous les résultats par des méthodes différentes de 
celles de M. Gambier; nous allons indiquer quelques résultats com- 
plémentaires ('). 

Sv trois quadriques Q, Q', Q" sont chacune Môbius-ment circonscrites 
à une même quadrique Q, (pour le méme couple A, A’), les huit points 
communs à Q, Q’, Q" forment les sommets d’un couple de Môbius 
circonscrit à Q, (en réalité les huit points peuvent, de quatre façons 
différentes, être répartis aux sommet d'un tel. couple, comme nous 
l'avons dit souvent). 

Par dualité, on a l’énoncé : les plans tangents à trois quadriques Q,, 
Q', Q°, Môbius-ment tnscrites à une quadrique Q (pour le méme 
couple A, A’) sont les faces d’un couple de Mébius inscrit dans Q. 

En réalité dans l’une ou l’autre de ces propositions ce sont les trois 
quadriques Q, Q', Q” (pour la première proposition) ou Q,, Q’, Q; 
(pour la seconde) qui interviennent seules et l'on peut substituer a 
l’une ou l’autre proposition la suivante, qui se correspond à elle-même 
par dualité. 

St trois quadriques Q, Q', Q” ont en commun un couple de deux - 
droites conjuguées A, A’, leurs huit points communs se répartissent 
(de quatre façons) aux sommets de deux tétraédres associés de Môbrus et 
leurs huit plans tangents (de quatre façons aussi) suivant les faces de 
deux tétraèdres associés de Mobius. 


(‘) Le Mémoire de M. Gambier ct le mien devaient être imprimés à la suite l'un de 
l’autre; les hostilités ont retardé l'impression du mien, de sorte que M. Gambier a bien 
voulu, en mai 1941, me communiquer les résultats qui font l'objet des lignes qui ter- 
minent ce paragraphe. 
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Rappelons le théorème connu; huit points associés (c'est-à-dire 
communs à trois quadriques) se répartissent (de trente-cinq facons) 
aux sommets de deux tétraèdres T, T, tous deux auto-polaires par 
rapport à une même quadrique g; réciproquement, deux tétraèdres 
conjugués chacun par rapport à une quadrique donnée donnent, par 
leurs sommets, huit points associés, par leurs faces huit plans 
associés. L’énoncé que nous avons donné se rapporte au cas où il 
existe un même couple de droites A, A’ conjuguées par rapport à 
chacune des quadriques. | 

Notre énoncé se démontrera aisément après le suivant : s7 deux 
quadriques Q, Q' sont chacune Mobius-ment ctrconscrites à une 
quadrique Q, pour le méme couple A, A’, il existe x? couples de Mobius, 
inscrits dans la biquadratique (Q, Q’), circonscrits à Q,. Il faut bien 
remarquer que cet énoncé n’est pas celui qui a été donné au début de 
ce paragraphe : nous considérions alors une biquadrique G crrconscrite 
à un couple de Mobius circonscrit à Q,, tandis qu'ici nous savons qu'il 
existe æ* couples inscrits dans Q, circonscrits à Q, et o' couples 
analogues relatifs à Q’ et Q, : mais rien n'autorise, @ priort, à 
admettre que ces deux séries æ* ont en commun une série «?. 
Pour le démontrer remarquons que les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que les deux quadriques 


a) | g = Ag By? CoD? PE x els; 


| q= au + be? + enw? dh?+2euy + 2feh=o 


aient quatre droites communes formant un quadrilatére gauche, dont 
les diagonales sont le couple (w7=y—=o), (s=t=0) conjugué 
commun aq etg,, sont 

Aa+ Bb+ 2ake=Ce+ Dd + 2F /, 


(2) | Ne \ ; x ‘ 
(AB — Be) Cae — e?) = (CD — I?) (cd —f?). 


La première de ces deux relations est celle qui exprime que g est 
Mobius-ment circonscrite à g, pour le couple conjugué en jeu 
(tx —=Yy—=0),(:—=1— 0). Revenons done au dernier énoncé; on a 


Q S=Ar+ By?+ C34 D+ okay par sto, 
(3) OOS A + By? C's? + DP oh ey 4 ob cf —o, 
(),= au? + be? + cw? -+ dh? +e2euy + 2f/wh=0 


’ 
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et les relations 
| Aa+Bb+2Ke=Ce+Dd+aF f, 
| A'a+ Bib + 2F’e = Ce + D'd+ aff. 


TS 
=~ 
Ww 


Il existe deux quadriques Q — 5: Q'—= 0 coupant Q, suivant quatre 
droites, ¢ étant fourni par équation du second degré 


(9) 


\ 


\ 
oC’) (D— ab’) — (F —eF’)*] (cd —f?). 


ARABE Dye (EB) ab 23) 
=. ) 

Il a suffi d'écrire les équations (2) pour Q — 5 Q’=o et Q, — 0; 
la première équation (2) s’est trouvée identiquement vérifiée en p 
en vertu de (4) et il reste l'unique équation (5) dont nous 
appelons les racines ¢,, c, ('). Si done on coupe @ par un plan 
tangent « quelconque de Q,, et si A,, B, C, D sont les points d’inter- 
section de ce plan avec (3, la proposition du paragraphe 2, appliquée 
aQ—o,Q’ et Q, (ou à Q —:,Q'etQ,) prouve que les nouveaux plans 
tangents à Q, issus de BC, CD, DB se recoupent en un point A situé 
sur Q — o, Q’ (et aussi sur Q — ¢,Q’), done sur @; par suite A, BCD est 
inscrit dans @®, circonscrit à Q, et involution biaxale (A, A’) fournit 
ensuite le tétraèdre AB,C,D, en position de Mébius avec A, BCD. On 
trouve ainsi les 0 couples annoncés. 

Ce résultat permet d’aborder la proposition relative à trois 
quadriques qui ont en commun un couple conjugué de deux droites A, 
A’. Prenons leurs équations tangentielles 


(6) QO, =a’+...+afst=o. Of Se a PAP, Qi=u'u +... 
conformément aux notations employées dans (1). Mais alors les 
quadriques Q Mébius-ment circonscrites à Q,, Q', Q) pour le couple A, 
A’ forment un réseau ponctuel, car on pose, toujours comme dans (1), 
(7) Q=Aa+...4+2Fst=o 
et l’on a 

Ngee Dh Re == Ce Dre 
(8) A Way aaele Ge - lidea. ol f, 

Aus Bb’ + eke'’=Ge'+)Dd’+ 2F f’; 


(1) Co résultat a été utilisé, sous une forme presque identique, au début de ce para- 


graphe. 
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de sorte qu'il existe trois quadriques linéairement indépendantes, que 
nous appellerons Q, Q’, Q”, et la quadrique pQ + 0/Q’+ £5"Q"— 0 
engendre le réseau ponctuel en jeu. Considérons donc la biquadra- 
tique (Q, Q') et la quadrique Q, : un plan tangent quelconque « de Q, 
coupe (Q, Q’) en quatre points que nous An en au hasard, A,, B, 
C, D; l'homologue A de A, dans l’involution biaxale (A, A’) est de 
nouveau sur (Q, Q’) et les plans ABC, ACD, ADB sont tangents à Q,; 
supposons donc que « soit tangent à Q,, Q', Q) s¢multanément; ce qui 
précède prouve que les plans ABC, ACD, ADB sont tangents aussi 
à Q,, Q,, Q' et que (ABCD), (A,B,C, D,) forment un couple de Mébius 
inscrit dans (Q, Q’) circonscrit à Q,, Q’, Q|; or se résultat reste le 
même, quel que soit le mode adopté pour choisir Q, Q', Q” dans le 
réseau ponctuel associé à Q,, Q’, Q'; donc les huit plans tangents 
communs à Q,, Q’, Qi non seulement déterminent bien quatre couples 
de Mébius, mais encore donnent pour les sommets de ces tétraédres 
les huit points de base du réseau Q. 

Nous voyons que nous avons retrouvé, en fin de ce paragraphe, les 
systèmes (Q), (Q,) qui avaient servi de point de départ (paragraphe 3 
précédant celui-ci); seulement au début du paragraphe actuel, nous 
supposions que deux quadriques Q, Q, étaient déjà l’une circonscrite, 
l'autre inscrite à un couple donné de Mobius : nous déduisions de 
là une condition analytique nécessaire; en fin de ce paragraphe, 
nous n’introduisons que la condition analytique et finalement nous 
conclurons qu'elle est suffisante. Finalement ce sont les séries 
quadratiques associées, l’une ponctuelle, l’autre tangentielle, qui 
ont reparu ict. En effet si l’on a posé 


Q=A2z°2+...4+2F st=0, 
(9) Q'= A'2°+...+92F':6—0, 
Q'= A'z? +... 4+ 39FZt=0, 


on ala relation 
[(oA + p'A'+ p'A") (p B 28 p'B'+ o"B") = (p | ee p'E'+ p"E"}? | 
<|(prat pia't pi a") (ps b + 9 b'+ prb") — (nie + pie +pie"}] 
= (eC ee we) (pD se p'D'+ p'D") M. (p F + p' F'+ e"F"): )?] 
xX[(p1c + pc! ae pic”) (p1d + p.d’+ pd") — (a f+o iI'+ oi f”)?] 


pour que la quadrique ponctuelle (6, 0’, o”) et la quadrique tangen- 
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tielles (Gr @,,, )Se coupent suivant quatre droites, et l’on retrouverait 
sans peine tous les autres résultats du paragraphe 3. 

D'ailleurs si les trois quadriques Q, Q’, Q” admettent un couple de 
droites (A, A’) conjuguées communes, la séparation des huit points 
communs à Q, Q’, Q” en un couple (TT,) de Môbius fournit une 
quadrique g par rapport à laquelle T est autopolaire, T, aussi; mais 
alors la polarité q change le réseau ponctuel (Q) en un réseau tangentiel 
(Q,) tangent aux huit faces de ces téuaèdres et ce réseau tangentiel est 
celui que nous pouvons appeler Môbius-ment inscrit pour (A, A’) dans le 
réseau ponctuel donné. Si nous avons adopté l’un des trois autres 
modes d’association des huit points en deux tétraèdres de Môbius, 
q est remplacée par une autre quadrique g', mais les huit sommets 
dans leur ensemble, ni les huit faces n’ont changé, de sorte que c’est le 
même réseau tangentiel que l’on retrouve par la polarité q'. On retrouve 
ainsi les résultats géométriques donnés par M. Gambier dans son 
Mémoire (paragraphe 5). 

Ce théorème qui précède, à savoir que les huit points communs à 
trois quadriques admettant un couple conjugué commun (A, A’) sont 
répartis aux sommets de deux tétraèdres de Mébius, peut encore être 
démontré synthétiquement par l'application d’un principe que 
M. Gambier a signalé. Les huit points communs à trois quadriques de 
celte espèce forment une figure dépendant algébriquement de dix-sept 
paramètres complexes : en effet, le couple (A, A’) dépend de huit 
paramètres; chacune des quadriques Q, Q’, Q” dépend de cinq para- 
mètres; le total 8 + 15 ou 23 représentent donc le total du nombre x 
de paramètres nécessaires pour fixer les huit points et du nombre de 
paramètres nécessaires ensuite pour préciser chacune des trois 
quadriques dans le réseau issu de ces huit points; ce dernier nombre 
est 2 <3, de sorte qu'il reste dix-sept paramètres. La variété V,, 
formée par l’ensemble de ces ©!" systèmes de huit points est manifes- 
tement indécomposable, car on peut passer, par continuité d’un 
quelconque de ces systèmes à un autre quelconque. D'autre part 
chaque couple de Môbius dépend de dix-sept paramètres et les sommets 
d’un tel couple sont huit points communs à trois quadriques ayant un 
couple de droites conjuguées commun, de sorte que la variété W,, 
formée par ces couples de Mobius est incluse dans la variété indécom- 
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posable V,, : donc, comme l’a montré M. Gambier, W,, épuise V,; : 
autrement dit tout élément de V,, appartient à W,, et c'est notre 
théorème. 1 


5. Cas où la quadrique Q se réduit à un cône et où, simultanément 
ou séparément, Q, se réduit à une conique. — Désormais le raccord 
entre mes résultats et ceux de M. Gambier est achevé; M. Gambier à 
traité diverses conséquences des propriétés qui viennent d’être 
obtenues; je désire, de mon côté, signaler quelques cas spéciaux. 

Nous avons vu que, dans les systèmes (Q), (Q,) associés étudiés au 
paragraphe 3 et à la fin du paragraphe précédent, il y a, dans le 
système (Q) des cônes, dans le système (Q,) des coniques (formant 
d’ailleurs des séries quadratiques associées). Étudions à part le cas de 
deux quadriques l’une Q Mébius-ment circonscrite à l’autre Q,, dans le 
cas où Q se réduit à un cône ou Q, à une conique. 

Si l'on écrit les équations réduites 
(Q) Ax+By°+C=+Dr—o, 

(Q,) au?+ be? + cw?+ dh*=0, 


avec la condition 
(1) Au+Bb=Cc+Dd, 


on voit que A peut tendre vers zéro sans que rien d’essentiel soit 
changé; de même si a tend vers zéro; on peut supposer l’une des 
circonstances se produisant sans que l’autre se produise. Supposons 
A—o, a—0; l'équation Bb =Ce-+ Dd, limite de la précédente, 
exprime que la conique g trace du cône Q sur le plan de Q, est capable 
de æ' quadrilatéres inscrits dans q, circonscrits à g,, en précisant que 
les diagonales de ces quadrilatères passent toutes au sommet (1,0, 0) 
du triangle de référence (y=) situé dans le plan de qg et Q,; cette 
circonstance était à prévoir, car si l’on imagine un de nos tétraèdres 
inscrits dans le cône et circonscrit à g,, on peut concevoir que les 
quatre sommets se rapprochant tous du sommet S de Q et s’ils se 
confondent avec S, on a, à la limite, quatre faces passant toutes en S 
el tangentes à Q,; leurs traces sur le plan de g et Q, forment le quadri- 
latère annoncé; comme le sommet S(1, 0, 0, o) est sur la droite A, il 
coincide avec son homologue dans l’involution (A, A’). 
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Mais il y a une configuration bien plus intéressante & signaler : 
cherchons la limite de la figure constituée par deux quadriques qui ont 
quatre droites en commun, quand l’une des quadriques tend vers un cône 
et l’autre vers une conique. Dans le cas où ni Q ni Q, ne dégénére, 


ona 
Ad 4-Bb=Ce> Dad, 


B) Aa Br=CC RAD TZ 


et si À tend vers zéro, sans que BCD devienne nul, il faut que cd tende 
vers zéro; nous supposons donc, à la limite, A=c=o, BCD 4 0, 
abd Ao et nous avons le cas d'un cône Q, d'une conique Q,, tels que 
deux génératrices du cône soient tangentes à la conique : on a cette 
fois, en ramenant B, C, D à l'unité, les équations 

(Q) NES em lee Oy 


(Q4) HU PEER 2 


Les résultats du cas général (de deux quadriques à 4 droites com- 
munes) montrent qu'il existe x° tétraédres dont les sommets sont sur Q, 
dont les faces touchent Q, : on peut prendre un plan tangent « quel- 
conque de Q,, puis un triangle quelconque BCD inscrit dans la 
conique (Q, x); les plans, autres que a, tangents à Q, menés par CD, 
DB, BC se recoupent en A sur Q. Les deux démonstrations du Mémoire 
commun s'appliquent presque sans modification; en particulier, la 
seconde devient plus intuitive, et je la reprends : les deux généra- 
trices SG, SG’ du cône Q, tangentes à Q,, sont coupées en g, g’ par le 
plan x et la génératrice SA de Q est coupée par « en a; le triangle agg’ 
est inscrit dans la conique (Q, ~) et circonscrit à la perspective de Q, 
faite à partir de A sur le plan à : il en résulte que le cône de sommet A 
et directrice (Q, «) est circonscrit à æ' trièdres, de sommet A, dont 
les faces touchent Q, : en coupant ces trièdres par le plan & ona les 
tétraèdres demandés (2 paramètres pour a, 2 pour A et 1 pour le choix 
du trièdre de sommet A, soit 5 paramètres au total). 

La démonstration fondée sur l'emploi d’un complexe changeant Q 
en Q, s'applique encore : il existe deux complexes L ou L'd’équation 


Lou Le Sir — 15: EU VYits — J ts) p = 0 ho LNs 


Il existe donc, en transformant les x* tétraédres T par la polarité L 
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ou L', deux familles x° de couples de Mobius inscrits dans Q, de faces 
tangentes à Q,, les deux tétraèdres d'un méme couple étant réciproques 
par rapport à un complexe fixe. 

Il existe encore 2»? tétraèdres conjugués communs à Q et Q, : dans 
le plan de Q,, une face d’un tel tétraèdre est l’un des o' triangles 
conjugués communs a Q, eta l’ensemble des deux droites SG, SG’; le 
sommet S de ce triangle est fixe et le support du côté opposé est fixe, 
c'est la droite joignant les points y et y’ où G et G’ touchent Q,; le 
plan de la face opposée à S peut tourner autour de yy’; c’est le second 
paramètre; la troisième aréte issue de S est fixe, c’est le diamètre 
conjugué du plan SGG' par rapport à Q. Ces tétraèdres se déduisent 


du tétraédre (æ, y, 3, t) par la substitution (¢ =+1, qy=+1) 
r= + 4Z, y= Yecosxa—Tsing, 

; esol Sp nt= Ysina+Tcosa. 

(4) = Wi, V= Pceosa fy sin 2, 
W=u)+ we, H = —# sin & + hr coso, 


Le tétraèdre (x, y, z, 2) fournit x' tétraédres T pour lesquels les 
faces BCD, CDA, DAB, ABC passent respectivement par les points A,, 
B,,C,,D, conjugués de A, B, C, D dans l’involution biaxale A(x = y=0), 
A'(s=t=0); les tétraèdres T, T, forment un couple de Mobius inscrit 
dans Q, circonscrit à Q, et la substitution (4) fournit oo° couples de 
Mobius relatifs à Q et Q,. Il y a æ° quadriques contenant A, A’; la 
substitution (4) fournit ensuite o* quadriques g et chacune donne o' 
couples de Mébius incrits dans la biquadratique (Q, Q’), circonscrits 
à la développable (Q,, Q)), où Q’ est le cône déduit de Q, par la 
polarité 4, Q la conique déduite de Q. Comme plus haut, parmi les 
+* quadriques g, il y a deux familles de chacune oc? quadriques q 
qui se séparent; chacune, 4, transforme Q en Q, et donne x? couples 
de Mobius inscrits dans Q, circonscrits à Q,, chaque tétraèdre du 
couple étant conjugué par rapport à cette quadrique g; les x° couples 
de Mobius qui se séparent ainsi du total &° sont ceux qui correspondent 
aux complexes Lou L'; les génératrices des quadriques g engendrent, 
dans un système L, dans l’autre L'; ces quadriques g s’obtiennent, par 
la substitution (4), à partir de l’une 


(7 OSA pyle 0 (pta'a). 
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6. Couples de Mobius relatifs à une biquadratique et une conique. 
— Reprenons les notations du Mémoire de M. Gambier : 


2 (Q) LH JR SE — 0, u+b=c+#d, 
(1) ) (QD A3 mr) =0, a—b—m(c—d), 
1 (Q,) aut be + ca + dh? + 2eus + 2 fivh =o. 


/ 


~ 9 


Les quadriques Q— o( 
4 droites sil’on a 


Q-+ ¢Q’ sont coupées par Q, suivant 


(2) (ep ibe?) = (re miro") ted ="). 


Ici Q, dégénère en conique si ab—e? ou cd — f? est nul; nous 
pouvons, sans restreindre, supposer cd — f*=o0, d’où 9p — +1. Les 
quadriques 


(3) 


LOS Oe 27? + (tm) 2? (1m), 


4 
[Q+HOQ'=or+(i+ m)s?+ (1— m)f=0 


sont les deux cônes, dont les sommets sont sur A'(s =t=0), conte- 
nant @; cette droite A’ est dans le plan de la conique Q,; chacun des 
deux cônes a deux génératrices tangentes à Q,; réciproquement, on 
peut se donner arbitrairement une conique Q, et deux cônes dont deux 
génératrices sont des tangentes à Q, et nous retrouvons la configuration 
qui précède; dans cette étude, nous avons supposé que les deux cônes 
possédant chacun pour génératrices deux tangentes de la conique Q, 
soient distincts; on peut imaginer que ces deux cônes appartiennent 
à une même famille contenant un paramètre : la biquadratique, 
[S(A), SCA')], admet 2? couples de Mobius inscrits dans elle, de 
faces tangentes à la conique Q,; si 4’ tend vers À, on obtient la carac- 
téristique du cône S(A) : elle passe par le sommet du cône S(A) et ce 
point est double sur cette biquadratique, car toutes les quadriques du 
faisceau sont tangentes en ce point, de facon qu'il v ait deux cônes 
confondus parmi ceux, en nombre 4, qui contiennent la courbe. 

Les résultats qui précédent deviennent particulièrement intéressants 
si la conique Q, est le cercle de l'infini; la biquadratique G est alors 
l'intersection de deux cylindres de révolution: considérons alors l’un 
des æ* couples de Môbius à faces isotropes inscrits dans G : nous 
conservons les notations (X, Y, Z, T),(X, Y, Z, T,) du paragraphe 3 
pour représenter les premiers membres des équations des faces iso- 
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tropes de ces deux tétraedres; on a supposé 
XX,--YVY,+ ZZ, + =0, 


or XX, représente, à un facteur numérique près, la distance d’un point 
de l’espace (x, y, 3. 1) à la droite D, intersection des 2 plans isotropes 
conjugués X et X, ; cette distance D, est définie par Dj = m; XX,, où m, 
est une constante déterminée; de même Di=m;YY,, D}=m;,ZZ,, 
D?=m*TT,; si l’on choisit quatre constantes %,, %», 43, %, liées par 
la relation x, + %+ %,+ %,=0, les équations 

XX, M ZZ, TT 
(4) te a Lip 


a By Ds, Ge 


se réduisent à deux et représentent une biquadratique passant par les 
8 points (chacune de ces oc? biquadratiques est l'intersection de deux 
cylindres de révolution); pour un choix convenable de x,, o> ey cae 
on a donc la hiquadratique @ de départ et les équations (4 ) équivalent 
aux équations 

D: D: D? D? 
(5) es pa = 


DES Mas D re ME 


Il existe donc une infinité double de quatre directrices associées 
(D,, D,, D;, D,) telles que sur la biquadratique spéciale 6 en jeu 
(dépendant de 10 paramètres) les rapports des distances de chaque point 
aux quatre directrices restent constants. 

Conformément aux résultats indiqués un peu plus haut, nous 
pouvons envisager x! cylindres de révolution variant d’une facon 
continue avec le paramètre dont ils dépendent; la caractéristique de 
chacun d’eux est une courbe (à g paramètres) qui admet encore 
x” générations par 4 directrices. Ce résultat devient particulièrement 
intéressant si l'on considère une surface développable quelconque R 
et si l’on construit un cylindre de révolution se raccordant à R le long 
d'une génératrice; en répétant la construction pour chaque génératrice 
de R, et faisant varier le rayon ¢ du cylindre d’une facon continue, on 
voit que la caractéristique du cylindre se décompose en la génératrice 
de contact avec R et en une cubique qui est la cubique gauche horopter 
étudiée dans notre second Mémoire commun. Ce résultat est curieux 
aun certain point de vue : deux cylindres de révolution, non infiniment 
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voisins, qui ont une génératrice commune se coupent suivant une 
autre génératrice a distance finie et suivant deux droites a l'infini 
(droites à l'infini des deux plans isotropes parallèles aux génératrices); 
on a ainsi quatre droites; ici on a deux cylindres de révolution ayant 
en commun une génératrice et une cubique gauche non décomposée, 
mais les deux cylindres sont infiniment voisins. 

Les résultats relatifs aux intersections de cylindres de révolution 
ont ainsi établi un lien inattendu entre le second Mémoire rédigé en 
collaboration avec M. Gambier et le travail présenté actuellement. 


SSS à à eee 


SUR 


L'INVARIANT INTEGRAL 


DE 


L'HYDRODYNAMIQUE RELATIVISTE 


Par M. AnnrE LICHNEROWICZ. 


Introduction. 


Dans un trés élégant Mémoire intitulé « Relativistic hydrody- 
namics » ('), J. L. Synge s’est, le premier, efforcé de développer 
systématiquement une théorie relativiste du fluide parfait, analogue a 
Vhydrodynamique classique. Dans ce travail, il montre en particulier 
qu'il est possible de développer une théorie des tourbillons étendant 
a la mécanique relativiste la théorie classique de Helmholtz. Dans une 
Note et un Mémoire (*) précédents, j'ai étudié moi-même les mouve- 
ments permanents et les mouvements irrotationnels d'un fluide 
parfait. Des extensions du théorème de Bernoulli et des théorèmes 
classiques sur les mouvements irrotationnels d’un fluide homogène 
incompressible ont été obtenues. Mais ces différents résultats de 
Synge et de moi-même restaient sans grande cohérence et les raisons 
du succès n’apparaissaient pas nettement. 


(1) J. L. Synce, Proc. London Math. Soc., 43, 1937, p. 376-416. Ce Mémoire sera 


désigné, dans la suite, par la lettre S. P 
(2) Licongrowicz, C. R. Acad. Sc., 241, 1940, p. 117-119 et Bull. des Sc. Math., 
65, 1941, p- 54-72. Ce dernier Mémoire sera désigné par la lettre L. 
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On trouvera, dans le présent Mémoire, les bases d’une theéorie cohé- 
rente de l’hydrodynamique relativiste fondée sur l'existence d’un 
invariant intégral pour les équations du mouvement. Ce travail réalise 
l'extension relativiste du point de vue adopté, pour l’hydrodynamique 
classique, par M. Elie Cartan dans ses Leçons sur les invariants inté- 
graux('). On verra combien le point de vue de M. Cartan se prête bien, 
par sa nature même, à une telle extension et tout ce que la théorie y 
gagne en clarté et en cohérence. A rapprocher du fait suivant : l'intro- 
duction de linvariant intégral complet de la mécanique permet 
d’obtenir un schéma, invariant dans l’univers, « auquel doivent se 
subordonner toutes les théories mécaniques et auquel en effet se 
subordonne la Mécanique relativiste elle-méme » (C, p. 8). 

Dans une première partie, je montre que le système différentiel aux 
lignes de courant admet l’invariant intégral relatif au sens de Poincaré 


fo = [c dr, 


où C; désigne le vecteur-courant. L'existence de cet invariant intégral 
est en liaison étroite avec un résultat fondamental de Eisenhart (*) 
qui joue, dans notre théorie, le rôle d’un principe de moindre action. Je 


forme ensuite l’invariant intégral absolu associé fe qui introduit, 


de la manière la plus naturelle, le tenseur de tourbillon, et j'en déduis 
le système caractéristique de la forme invariante w. 

En hydrodynamique classique, l'existence des lignes de tourbillon 
résulte immédiatement du fait que la forme w est invariante par 
d’autres systèmes différentiels que celui des lignes de courant. Dans 
une seconde partie, j'étudie donc le système caractéristique de w et 
les variétés caractéristiques correspondantes. On peut alors introduire 
des lignes de tourbillon proprement dites, susceptibles d’une définition 
intrinsèque et des lignes de pseudo-tourbillon pouvant jouer le rôle 


mme em ee 


(1) E. Cartan, Lecons sur les ineariants intégrawr, Hermann, 1922. Cet ouvrage sera 
‘désigné par Ja lettre C. 

(1) ÉiSeNHART, Trans. American Muth. Soc, 26, 1924, p. 205-220, désigné dans la 
suite par la lettre E. 
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de lignes de tourbillon dans un repérage déterminé de l'espace-temps. 
Une théorie complète des tubes de tourbillon en résulte. 

Une troisième partie est consacrée à l'étude des mouvements 
permanents. Ilest essentiel de noter que, dans ce cas, le système diffé- 
rentiel aux lignes de courant admet une transformation infinitésimale. 
On peut alors déduire de w une nouvelle forme invariante qui donne, 
pour le système, une intégrale première généralisant celle du théorème 
de Bernoulli. La théorie des mouvements permanents-se construit 
ainsi de la manière la plus simple. 

On notera que la théorie développée est valable non seulement pour 
un fluide parfait, mais encore pour tous les milieux continus que j'ai 
appelés holonomes, c'est-à-dire qui sont tels que le vecteur force 
pondéromotrice unitaire J, dérive d’un potentiel. Les notations du 
présent travail sont celles de ma Thèse ('). En particulier, la variable 
temporelle correspond à l'indice 4, les indices grecs sont toujours 
susceptibles des valeurs 1, 2, 3, 4, les indices latins des valeurs 1, 2,3 
seulement. 


I. — Recherche de l’invariant intégral. 


|. Equations différentielles des lignes de courant. — Considérons 
un domaine de l’espace-temps occupé par un milieu continu de nature 
quelconque. A l'intérieur de ce domaine, la métrique de l'espace- 
temps 


a? = 249 dr dr? 


satisfait aux équations d’Einstein du cas intérieur 


à 


1 x 
Rag — gas R= 7745, 


où 7 désigne une constante et T,, un tenseur symétrique, de signifi- 
cation purement mécanique, descriptif du milieu continu en mouve- 
ment. On donne au tenseur T,4 le nom de tenseur d'énergie du milieu. 


I 4 . . A 
Le tenseur R,g— -gasR étant conservatif, il en est de même du 


ee ee ee + Se ee ee 
(1) Lieangrowicz, Sur certains problèmes globaur relatifs au systéme des équations 


d’Einstein. Hermann, Paris, 1939. 


ROUX 
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tenseur T,5. Les composantes de ce tenseur satisfont donc aux équa- 
tions de conservation | 


(Choo) 4 V,(T3) = 0. 


Nous désignerons par u* le vecteur-vitesse du milieu, c'est-à-dire (") 
le vecteur unitaire de celle des directions principales de l’espace-temps 
qui est orientée dans le temps. Le vecteur u* étant unitaire, 


. 


(1.2) US Ua Ve Uy = 0. 
Nous supposerons (7) qu’on a mis le tenseur T,, sous la forme 
(1.3) T28= PpUg Ug — TaB, 


où o est un scalaire positif que nous appellerons pseudo-densité 
d'énergie et <,; un tenseur symétrique quelconque. Les conditions de 


conservation (4.1) s’écrivent alors 
Va(putus) = Va (ri). 


La forme de ces conditions nous conduit à introduire, au lieu du 
tenseur 7,4, le vecteur J, défini par les équations 


Va(rs)=pdé 


et qui joue dans la suite le rôle d’une force pondéromotrice unitaire. 
En tenant compte des équations (1.2) dans les conditions de conser- 
vation 

Va(puaug) =pde, 


nous aboutissons aux équations fondamentales 


(1.4) Va(pu*) = pJ_u%, 
(te) u*V,ug—Jg—J,u%ug, 


(1.4) joue, pour le milieu, le rôle d’une équation de continuité. Les 
équations (1.5) déterminent les lignes de courant, tangentes en 
chacun de leurs points au vecteur-vitesse u*. 


— SE eee ee ee eee 


(*) Cf. Licungrowicz, C. R. Acud. Sc., 212, 1941, p. 421. 
(2) Cf. G. Darmois, Mém. des Sc. Math., fase. 28, p. 25, eb Licunerowicz, C. À. 
Acud. Sc., 242, 1941, p. 330. 
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2. Les milieux holonomes. — [a théorie, développée dans le présent 
Mémoire, est applicable à tous les milieux continus pour lesquels le 
vecteur J; dérive d’un potentiel. Nous dirons qu'un tel milieu est un 
milieu holonome. Si nous représentons par logF le potentiel d’où dérive 
le vecteur Jz, les équations (1.5) des lignes de courant s’écrivent 


0,F 


(2.1) ut Vus = F (38 — u*ug). 


Le cas le plus remarquable d’un milieu holonome est celui d’un fluide 
parfait admettant une équation d'état. On peut, dans ce cas, adopter 
pour le tenseur 7,4 la forme 


Tab = PS af: 
tandis que la pseudo-densité d'énergie est donnée, à partir de la 
densité d’énergie propre u, par la relation 

p= Pp, 
ou pet p sont liés par l’équation d'état. Le vecteur J; et la fonction F 
admettent respectivement pour expressions 


3. Variation de 9 = [ Fas. — Supposons tracée dans l’espace- 
temps une courbe C, le long de laquelle les 2% soient des fonctions 
d'un certain paramètre # et désignons par 2* leurs dérivées par 


rapport à « : 
dx? 


du 


Fi ide 


Soit W( a, *) une fonction des x? et des x’, supposée homogène et 
du premier degré par rapport aux x*; nous lui ferons ee 


=H W (27, 23) du 


calculée le long de C. La courbe C étant supposée se déformer. regar- 


l'intégrale 
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dons les 2%, uy, u, comme des fonctions d’un nouveau paramètre ye. 
les valeurs limites x*, 2 étant elles-mêmes fonctions de A, et cher- 
chons à évaluer la variation de ® quand on donne à À un accrois- 

sement oA. 
Par un calcul classique ('), il vient 

= U My 

DD = W du; — W, duo + | as de | oe ue 

Mo 


i 7 


d oW IW] ans Prt 


du dx? On) 


a 


En calculant (2x*),, et (èx*),, en fonction de ca* et cat, on peut 
mettre la variation de ® sous la forme 


Pa ON = | À 


—— — —— | ox du, 
sdu OT. OX 


ene d® =[(d)],—[ (4) |p qr 


où w(6) désigne la forme linéaire 


aw. , [aw 
Me | oo 


0) = ae Oa 


= w| du ; 


mais si l’on tient compte du caractère homogène de W, le coefficient 
de cu dans (2) est nécessairement nul et la forme linéaire se réduit 
identiquement à 


(3.2) (0) 


où F ne dépend que des x? et soit 9— | F ds l’intégrale correspon- 
dante. La fonction W satisfaisant à la relation 


W2= FP? ong Lee. 
il vient 
OW a à 
a Bre? 
OW A ne ; . 
: dx? == Fok okie a > Fo, 2 y LP ET ‘ 
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ay 19 \\ 
NE 


et en prenant pour sai 2 u if abscisse curviligne s de la courbe C, 
on peut mettre la variation de + sous la forme 


En reportant ces valeurs LO er ; dans les équations(3.1)et(3.2) 


Le Pe a us lak ema : re Lie 
(4.1) do = [w(9)],— [o(ayh— f | = (FVa) = EF Ox g8y VP VT— dak [au ds 
avec 


(4.2) iO == FV 5 02%, 


où V, désigne le vecteur unitaire de la courbe C. 


. Le principe d’extremum ('). — Appliquons la formule (4.1) au 
cas où les valeurs limites 27, x* sont fixes, indépendantes de A. Dans 
ces conditions, la variation de l’intégrale 9 se réduit à 


0g == -{ [5e Ed ; F 02 267V° Vi — 0, | 0a ds 
_ “ihe LE Vs \ = \3 \)| ox ds, 
M, 


et les courbes qui réalisent l’extremum de + satisfont aux équations 
différentielles 


‘5 3 One : 
(9.1) WAV Ng re (as — V2 Ve) 


qui sont formellement identiques aux équations (2.1) des lignes de 
courant. Il en résulte le théorème suivant : 


THÉORÈME. — Dans tout milieu holonome, les lignes de courant réalisent 


o =f FE ds 
M 


par rapport aux courbes infiniment voisines admettant les mêmes extre- 


l'extremum de l'intégrale 


mités. 


cy. E, p- 216, 5 p. 393, L pr Sy. 
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Ainsi les lignes de courant sont géodésiques d’un espace de Riemann 
conforme à l’espace-temps fondamental et défini par la métrique 


0) à do? = F? ds?. 


A la fonction F, on donne le nom d'indice (') du milieu considéré. 


6. L'invariant intégral relatif. — Appliquons maintenant la for- 
mule (4.1) à une suite continue de lignes de courant dont chacune est 
limitée à un arc M,M, variable avec A. Il vient 


99 == [o(0)lu,—[#(0)]m 
Par suite, si nous considérons un tube de lignes de courant sur lequel 
le point M, décrit une courbe fermée F, et le point M, une courbe 


fermée V,, la variation totale de l'intégrale © lorsqu'on revient à la 
ligne de courant initiale est nulle et l’on a 


fieonefieon 


1 


Nous énoncerons : 


Tutortme. — Pour toute suite fermée de points M choisie dans le 


milieu, l'intégrale 
fo) = fFus à, 


étendue à cette suite fermée, conserve sa valeur lorsqu'on déplace chaque 
point M sur la ligne de courant issue de ce point. 


Ce théorème nous amène au résultat fondamental suivant : le 
système des équations différentielles des lignes de courant 


lar 
6.1); L = fee 
Se ds Fo 
$ VF 
(6.1, uV,ug = (8 — wtug) 


admet Uinvartant intégral relatif 


(6.2) fo) fr us des. 


(Pi C feo. Di oar 
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Dans l'expression de l'invariant intégral (6.2), apparaît le vecteur 
C,— Fu,, qui n’est autre que le vecteur collinéaire aw, et unitaire dans 
la métrique (5.2). Nous donnerons à ce vecteur le nom de vecteur- 
courant et nous pouvons encore énoncer : 


THÉORÈME. — La circulation du vecteur-courant est la méme le long de 
tout circuit fermé tracée sur un tube de lignes de courant et en faisant 
une fors le tour. 


On reconnait là la généralisation du théorème classique sur la 
conservation de la cireulation. 


7. L'invariant intégral absolu à deux dimensions. — Considérons 
un mouvement déterminé du milieu holonome envisagé. Dans un tel 
mouvement, les composantes u* du vecteur-vitesse ainsi que les com- 
posantes C* du vecteur-courant sont des fonctions connues des 2% qui, 
dans le cas du vecteur u*, satisfont au système différentiel (6.1). Les 
lignes de courant peuvent ainsi être regardées comme solutions du 
système d'équations différentielles 

ax 


dy 


fa. 1) as Oy (C:=F u*), 


où les C* sont des fonctions déterminées des æ*. Le système (7.1) 
admet, comme le système (6.1), l'invariant intégral relatif 


7.3 fe (3 safe des. 
F7) r a JT 


A cet invariant intégral relatif, nous pouvons faire correspondre un 
invariant intégral absolu à deux dimensions. [I suffit pour cela de 
transformer l'intégrale (7.2) en une intégrale double. Soit D un 
domaine à deux dimensions limité au contour T; il vient 


foo 


où w’ désigne la forme quadratique dérivée de w 


(159) w! = 226 | dx% dx? | 
Ann. Ec. Norm., (3), LVUI. — Fase. 4. 39 
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avec 
C4) 248 = da CB — 08 Ca = Va Cg — VB Ca. 


Nous donnerons au tenseur antisymétrique Q,4, le nom de tenseur 
de tourbillon (') et nous énoncerons : 


Tuéorème. — Pour tout domaine D à deux dimensions, l'intégrale 


{| Que dat dx 
D 


conserve sa valeur lorsqu'on déplace chaque point du domaine sur la 
ligne de courant issue de ce point. 


Ainsi le système différentiel aux lignes de courant admet l’invartant 
intégral absolu défini par la forme quadratique (7.3). 


Il. — Les lignes de tourbillon. 


8. Le système caractéristique de la forme w. — Dans la première 
partie de ce travail, nous avons montré que le système différentiel (7. 1) 


aux lignes de courant admet l'intégrale fo comme invariant relatif. 
Proposons-nous maintenant de rechercher tous les systèmes diffé- 
rentiels de mème forme qui jouissent, par rapport a fo, de la méme 


propriété. Dans ce but, nous formerons le système caractéristique (*) 
de la forme w, qui coincide avec le système associé de w'; ce système 
s'écrira donc 


(8.1) 2,8 dx8 — 0. 
A tout vecteur V’ tel que 


(021) ENS <0, 


(1) Ce n'est autre que le dynamical vortieity-tensor de Synge: cf. S, p. 395. 
(2) Gf. Ge pe 75 
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correspondra le système différentiel 


(8.3) dyn eae ae ea 


ae ee ea UE 


laissant invariantes les formes « et w’. Nous sommes donc amené à 
étudier le nombre des équations indépendantes du système (8.2). 

D'après un théorème classique (') sur la classe d’une forme quadra- 
tique extérieure, ce nombre est nécessairement pair et il est inférieur 
à 4 puisque (7.1) laisse invariantes les formes w ctw’. Il en résulte 
que le système (8.2) est nécessairement de rang 2 ou o. 


a. Si le système (8.2) est de rang 2, le mouvement du milieu 
considéré sera dit rotationnel. La forme w' admet alors des variétés 
caractéristiques à deux dimensions que l’on peut engendrer par des 
lignes de courant et qui seront étudiées dans les paragraphes qui vont 
suivre. 

b. Si le système 8.2) est de rang o, le mouvement du milieu sera 
dit wrotationnel. Dans ce cas, le tenseur de tourbillon @,: est identi- 
quement nul et les lignes de courant, géodésiques de la métrique 
(5.2), forment une congruence de normales (°* ). 


L'introduction des mouvements irrotationnels s’effectue ainsi de la 
manière la plus naturelle, et ce mode de définition nous parait préfé- 
rable à celui donné par Synge (*). On trouvera, dans le travail de 
Synge et dans notre Mémoire précédemment cité, une étude appro- 
fondie de ces mouvements. Nous nous limiterons désormais au cas où 
le mouvement considéré est rotationnel. 


9. Le vecteur-tourbillon. — Reprenons les variétés caractéristiques 
a deux dimensions introduites au paragraphe 8 et cherchons à détinir 


NC AC UD 05. 

(27) Cf. L, p. 59-60. 

(3) La définition du mouvement irrotationnel donnée par Synge fait intervenir le 
« kinematical vorticityyector » w;,. Synge indique même dans une Note (S, p. 381) qu'il 
semblerait naturel, si une telle condition n'était pas trop stricte, de définir le mouvement 
irrotationnel par les équations w;y = 0, mu désignant le « kinematical vorticity-tensor ». 
Le mode de définition donné ici, qui est strictement équivalent à celui utilisé en hydrody- 
uamique classique, montre que l'introduction des tenseurs « cinématiques » est peu salis- 
faisante. 
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leur élément-plan tangent en un point. De cet élément-plan, nous 
connaissons déjà la direction C* (C*== Fu’) du vecteur-courant 


(ES §2;,, C# = o. 


II nous suffira donc de rechercher une seconde direction 9’ de ce plan, 
direction que nous choisirons orthogonale à la première. Nous sommes 
ainsi amené à déterminer un vecteur 4" satisfaisant aux équations 
(0926): 2), 0%= 0, 

(Sea Cu 0% = o. 


Adoptons provisoirement, pour systéme de coordonnées, un systéme 


dans lequel les lignes de temps coincident avec les lignes de courant. 


I] vient 
Cite Che Ua, Gi 0 


et, en vertu des équations (9.1), 
S244 == haope B= O- 


Les équations (9.2) se réduisent alors aux équations 
ie Oriole OF O, 


(929) 4 2,1, 01 + 825; 0 == 0, 
ls Oo! ++ Q3, 6? avr 
(92395 OT 


La résolution des équations (9.3) nous conduit à la solution 


01—AQ;;, = AG, 0—AQ,., 


(9.4) } 
+= — A ut[ Uy + Uy Qs, + U; 212]; 


ou A désigne un facteur arbitraire. Si nous choisissons 


a 
> 


AP) QU 
nous pouvons mettre (9.4) sous la forme 


O1 — 51423 (— g) iis 9253, 
1 
et (— g) Fu Qa, 
95 — 53412 (9), u, Go, 


0: — etBYÈ( — £). “ug Qs, 
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où £*°° représente l'indicateur classique associé à une permutation. 
Par suite, dans un système de coordonnées arbitraire, les composantes 
du vecteur 9% sont données par la formule contravariante 


1 
69,5) 0% = erro (— 2) Fug Qs. 


Nous donnerons au vecteur 0*, défini par la formule (9.5), le nom 
de vecteur-tourbillon. Les lignes, trajectoires du champ de vecteurs 6%, 
seront dites lignes de tourbillon. Ces lignes, orthogonales aux lignes 
de courant, sont partout orientées dans l’espace. 


10. Moment d'un tube de tourbillon. — Le vecteur 0% satisfaisant 
aux équations (8.2), il résulte des considérations développées au 
paragraphe 8 que le système différentiel aux lignes de tourbillon 


dx! dx? dx? dx" 
ae ge gs 


(10.1) 


laisse invariantes les formes w et w’. 

Soit alors I, une courbe fermée arbitraire. Par chaque point de I, 
menons la ligne de tourbillon issue de ce point. Nous engendrons 
ainsi une variété & à deux dimensions appelée tube de tourbillon. 
Tracons sur & une courbe fermée [, faisant le tour du tube; comme 


fo) est invariant intégral relatif pour le système (10.1), il vient 


ifn (0) =f 6) (9), 
ry D; 


et nous pouvons énoncer le théorème 

Taéorèue. — La circulation du vecteur-courant est la méme le long de 
tout circuit fermé tracé sur un tube de tourbillon et en faisant une fois 
le tour. 


Par analogie avec l’hydrodynamique classique, nous dirons que 
cette circulation définit le moment du tube de tourbillon 2 considéré. 


11. Coneervation du moment d’un tube de tourbillon. — Considé- 
rons un tube de tourbillon © de moment M et soit l'une courbe fermée 
tracée sur Z et en faisant le tour. Par les différents points de I, 
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menons les lignes de courant issues de ces points; nous engendrons 
ainsi un tube S de lignes de courant sur lequel nous tracerons une 
courbe fermée [’ faisant le tour de ce tube. Les lignes de tourbillon 
issues des différents points de I’ déterminent un tube de tourbillon £ 
de moment M’. 

D'après la définition du moment d’un tube de tourbillon et en vertu 
du théorème du paragraphe 6, il vient ‘ 


M== [ Gy 028 fc 62% == M, 
he vV 


ce que nous pouvons énoncer : 


Tutortme. — Deux tubes de tourbillon X et X' qui s’apputent sur un 
méme tube S de lignes de eourant, ont même moment. 


On reconnait là une généralisation d’un théorème classique dû a 
Helmholz. L'échange des rôles joués par les lignes de courant et les 
lignes de tourbillon, conduit d’ailleurs à une proposition analogue. 


12. Les variétés caractéristiques. — Le système caractéris- 
tique Q,,dx—o de la forme w, définit des variétés V à deux 
dimensions, dépendant de deux constantes arbitraires de telle facon 
qu'il en passe une et une seule par tout point de l’espace-temps. Ce 
sont les variétés caractéristiques dont nous avons déjà parlé. Ces 
variétés peuvent être engendrées par des lignes de courant et sont par 
suite toujours orientées dans le temps. Elles peuvent aussi être 
engendrées par des lignes de tourbillon. Ce double mode de 
génération rend leur construction immédiate. 

Pour construire la variété caractéristique V, passant par un 
point P, de l’espace-temps, on mène la ligne de courant C, et la ligne 
de tourbillon &, issue de ce point. Les lignes de courant C passant 
par les points de &, engendrent la variété V,. Soit P un point 
quelconque de C,; la ligne de tourbillon G issue de P est située sur V, 
et, sur cette variété, est trajectoire orthogonale des lignes de 
courant C. La réciproque étant immédiate, nous sommes conduit à 
énoncer le théorème suivant : 
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THÉORÈME. — Sz l'on mène les lignes de courant passant par les points 
d'une ligne de tourbillon, les trajectoires orthogonales de ces lignes de 
courant sont lignes de tourbillon. 


Ce théorème est, dans notre théorie, l’analogue du théorème 
classique : si une ligne fluide est de tourbillon à un instant, elle est 
de tourbillon à tout instant. La propriété des systèmes différentiels 
aux lignes de courant et aux lignes de tourbillon d'admettre le même 


invariant intégral | w, nous a ainsi conduit à étendre entièrement à 


Vhydrodynamique relativiste la théorie des tourbillons. 


i3. Systèmes différentiels admettant « pour forme invariante. 
Lignes de pseudo-tourbillon. — Reprenons le système linéaire (8.2) 


Q,8 V*— 0. 


De ce système de rang 2, nous connaissons deux solutions 
particulières, orthogonales l’une à l’autre, C* et 9%. Ces solutions 
étant distinctes, la solution la plus générale du système (8.2) peut 
s’ecrire 


(13.1) Vite Oe p0?, 


où 2 et désignent deux scalaires arbitraires; par suite le système 
différentiel le plus général, laissant invariantes les formes w et w', est 


le système 
dr! dr? dx dx 


ges?) iO po — AC pt — 1 pe AC Ep 


Nous donnerons aux lignes T, solutions du système (13.2), le nom de 
lignes de pseudo-tourbillon. Une famille quelconque de ces lignes jouit, 
relativement à l’invariant intégral fo, de propriétés identiques a 
celles des lignes de tourbillon. En particulier les théorèmes des 
paragraphes 10 et 11 s'étendent immédiatement aux tubes de pseudo- 


tourbillon. 

N’étant pas orthogonales aux lignes de courant, les lignes T ne sont 
pas nécessairement orientées dans l'espace. II est clair en effet que 
les différentes familles de lignes de pseudo-tourbillon ne sont autres 


20 
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que les différentes familles de lignes tracées sur les variétés caracté- 
ristiques V. Celles-ci étant orientées dans le temps, les lignes T 
peuvent être orientées dans le temps, dans l'espace ou mème être de 
longueur nulle. 

Les lignes de pseudo-tourbillon sont de longueur nulle lorsqu'elles 
sont trajectoires du vecteur 


Vie = st 0-0 


où 6 désigne la mesure du vecteur-tourbillon. L'importance physique 
de ces lignes de longueur nulle apparaîtra ultérieurement. 


III, — Les mouvements permanents. 


14. Définition d'un mouvement permanent. — Nous dirons qu’un 
milieu holonome est en mouvement permanent lorsque les poten- 
tiels 43 de la métrique associée au milieu et l'indice F du milieu sont 
indépendants de la variable temporelle x*. Il résulte de la définition 
du vecteur-vitesse rappelée au paragraphe 1 que, dans ces conditions, 
les composantes u* de ce vecteur demeurent, elles aussi, constantes 
le long d’une ligne de temps. 

Considérons par exemple un fluide parfait admettant une équation 
d'état et dont le mouvement soit tel que la métrique associée soit 
statique. On peut montrer (') que la donnée d’une telle métrique le 
long d'une section d’espace S(x'— const.) détermine les valeurs 
sur S de la densité de matière et de la pression p du fluide. Il en 
résulte que y, p et par suite F ont, tout le long d’une ligne de temps, 
des valeurs constantes. Nous énoncerons 


Tatorime. — Sv un fluide parfait admet une équation d'état, tout 
mouvement de ce fluide, pour lequel la métrique de l’espace-temps est du 
type statique le plus général, est un mouvement permanent. 


Considérons un milieu holonome quelconque en mouvement 


(1) Cf. LicaNgrowicz, Thèse, Hermann (1939), p. 29-30. 
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permanent et soit 
dr 


dg saci 


(14.1) 


le système différentiel aux lignes de courant. Les équations (14.1), 
ne contenant pas explicitement la variable x", ne changent pas par 
la transformation (æ*) —x*+ h. Elles admettent donc la transfor- 
mation infinitésimale 


Xf= 0, f. 


L'étude des mouvements permanents est ainsi ramenée, comme dans 
le cas classique, à l'étude d’un système différentiel admettant 
simultanément un invariant intégral et une transformation infini- 
tésimale. 

15. L'intégrale première C,. — Le système (14.1) admet 
l'invariant intégral absolu f fo’ dont l'élément d'intégration se 
déduit par dérivation extérieure de la forme linéaire 


D (5072. 


La forme w’ peut donc s’écrire 
(15.1) = [0C, Qu] 


L'existence de la transformation infinitésimale X f permet de déduire 
de la forme quadratique invariante «’ une forme linéaire inva- 


riante ©'(X, à). Il vient 


a : a ae 
(15.2) oh eR ES Te er dC. 


Par suite C, est une intégrale premiere du systeme (14.1) aux lignes 
de courant, et nous pouvons énoncer (') : 


Tuéorème. — Dans tout mouvement permanent d'un milieu holonome, 
la quantité C, conserve une valeur constante le long de chaque ligne de 


courant, 


(1) Cf. Licunerowicz, C. R. Acad. Sc., 211, 1940, p. 117. On trouvera dans cette Note 
une démonstration directe du présent théorème. 
Ann. Ec. Norm., (3), LVIU. — Fase. 4. ho 
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16. Cas des lignes de tourbillon. — Pour tout milieu holonome en 
mouvement permanent, le système différentiel (10.1) aux lignes de 
tourbillon admet, comme le système différentiel aux lignes de courant, 
la transformation infinitésimale Xf. Le système (10.1) laissant 
invariante la forme w’, il en résulte que la quantité C, demeure encore 
constante le long de chaque ligne de tourbillon. 

Plus généralement la composante C,, étant intégrale première du 
système (14.1), conserve une valeur constante sur toute variété 
caractéristique V('). Cette proposition résulte encore immédiatement 
du fait que ces variétés peuvent être engendrées par des lignes de 
temps. Nous avons ainsi pu mettre en évidence des familles à un 
paramètre de lignes de courant (ou de lignes de tourbillon) pour 
lesquelles C, admet la même valeur. 


17. Le théorème de Bernoulli. — En introduisant, au lieu de la 
quantité C,. la mesure du vecteur d'espace associé au vecteur-vitesse, 
nous allons montrer que l'intégrale première donnée par le théorème 
du paragraphe 15 réalise l'extension relativiste de l’intégrale premitre 
donnée, en hydrodynamique classique, par le théorème de Bernoulli. 

Nous désignerons par 


Cg tae Cr pret be oe) 


la forme quadratique fondamentale de lespace-temps en un point du 
milieu considéré. On peut montrer (?) que g;,, Y’ Y# peut étre mis 
sous la forme 


U (Y,)? + D(Y', Lee Le, 

où ® désigne une forme définie négative des variables Y’. Nous 
appelons vecteur d’espace Y’ associé au vecteur Y* le vecteur de 
composantes Y', Y?, Y*. Le carré (Y)? de sa mesure sera défini par 
l'équation ee 

«Y, 2 = (Ye), 


Pp 
(1) A noter qu'il existe des lignes de longueur nulle (lignes de pseudo-tourbillon) le 
loag desquelles la quantité C; demeure constante. 


(2) Cf. licuxenowiez, These, Hermann (1939), p. 24. 
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Considérons alors le vecteur d'espace wu! associé au vecteur-vitesse ; 
on donne à ce vecteur d’espace le nom de vecteur-vitesse relatif. Sa 
mesure w est liée à la composante w, du vecteur-vitesse par la relation 


CPC 
Par suite 


COS Peu) = UTrEE Cu 1. 
Nous sommes ainsi conduit à énoncer le théorème suivant : 


THÉORÈME. — Le mouvement permanent d'un milieu holonome 
arburatre satisfait, le long de toute ligne de courant, à la condition : 


(Aix) F?U[1+ (uw)?]=const., 


où u désigne la mesure du vecteur-vitesse relatif ct U le potentiel 
principal du champ de gravitation. 


Supposons que le milieu holonome considéré soit un fluide parfait 
admettant une équation d'état 


PERre AD) 
et placons-nous dans le cas, très général au point de vue physique, où 
. ) . x 7 . CS 
le quotient l'est petit par rapport à 1 et où la vitesse de la matière, 
U: 


mesurée par u, est petite par rapport à celle de la lumière mesurée 
par l’unité. La condition (17.1) est alors susceptible d'une forme 
approchée simple. Nous poserons 


AE eh 

ey 2 ) 

Fi 6°" jet ap oe 
n 


Aux termes d'ordre supérieur près, la condition (17.1) peut s’écrire 


- U +- jet yea be +] = const. 


© Po 


forme qui rappelle étroitement l'énoncé classique du théorème de 
Bernoulli. 


18. Dérivée spatiale de C,. — Cherchons à évaluer la variation, le 
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long des sections d'espace, de l'intégrale première C,. De l’expression 


w! = Qa [ dx dB J 


de la forme quadratique invariante w’, on tire 


! do)! 
w'(X, == 0( 0x") Oe di. 


Il vient, par suite, q 
pss (OL dxi, 


formule qui ne fait d’ailleurs que traduire l'équation Q;,—9;C,. Les 
quantités Q;, s'expriment aisément à partir des composantes du 
tenseur d'espace Q;; et des composantes du vecteur-vitesse. On a, en 
effet, 
Quub— 0 
ou 
Q;;ul+ Qyut=o. 


On aboutit ainsi à la formule fondamentale 


(18.1) ; u* 6, =— Qu! oz, 


qui exprime que sur les sections d’espace le gradient de C, a pour 


— Q;;u/ 
h 


composantes ; (18.1) est l'extension relativiste d’une formule 


bien connue de l’hydrodynamique classique. 

Supposons que le mouvement permanent considéré soit un 
mouvement irrotationnel. I] résulte de (18.1) que sur les sections 
d'espace 2C, = o et que, par suite, en chaque point du milieu considéré, 
la composante C, du vecteur-courant conserve une valeur constante. 


OD —™———————— 
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